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Egy s o r b a n á l l á s i  f e l a d a t  m egoldása 
G ergely  J ó z s e f
I ._ A _ fe la d a t  jn eg fo g a lm azása
Az [ l ]  / é s  néhány a z t  m egelőző/ c ik k b en  Gaver a k ö v e t­
kező s o r b a n á l l á s i  f e l a d a to t  v i z s g á l j a :  Egy k is z o lg á ló  
b e ren d ezésh ez  k é t f é l e  á ra m la t é rk e z ik  ( A é s  В t ip u s u ) .
A k i s z o lg á lá s i  idők  és fü g g e tle n e k  é s  k ü lö n -
k ü lö n  azonos e lo s z lá s u a k  B ^(t) é s  B g (t) e lo s z lá s fü g g ­
v é n y e k k e l. Ha a k é sz ü lé k  egy A t ip u s u  u tá n  В t ip u s u t  
s z o lg á l  k i ,  vagy f o r d i tv a ,  sz ü k sé g  van egy T-^ i l l .
á tk a p c s o lá s i  id ő r e .  é s  fü g g e tle n e k  és
k ü lö n -k ü lö n  azonos C - ^ í t )  i l l .  ( ^ ( t )  e lo s z lá s u a k .
Az é rk e z é s  a-^  i l l .  i n t e n z i t á s ú  P o is so n  fo ly a m a t.
Az é r k e z é s i ,  k i s z o lg á l á s i  és á tk a p c s o lá s i  idők  egymás­
t ó l  fü g g e tle n e k .
A f e l a d a to t  Gaver a következő  e s e te k r e  o ld o t t a  meg:
1 .  /  K is z o lg á lá s  é rk e z é s i  so rre n d b e n  t ö r t é n i k .
2 .  /  B-nek e lső b b sé g e  van A -val szem ben. I t t  különböző
p r i o r i t á s i  e s e te k e t  v iz s g á l  ( p l .  az e lső b b sé g  c sak  
a k is z o lg á lá s o k  b e fe je z é s e  u tá n  é rv é n y e s ü l;  В meg­
s z ü n t e t h e t i  A k i s z o l g á l á s á t ,  majd В k i s z o lg á lá ­
sának  b e fe je z é s e  u tá n  A k i s z o lg á lá s a  f o ly ta tó d ik ,  
vagy ú jra k e z d ő d ik  s t b . ) .
A rendszerben le já t s z ó d ó  folyam at erősen  függ az 
ü r e s  rendszer e s e té n  k ö v e te tt  s t r a t é g i á t ó l .  E zzel 
kap cso latb an  Gaver v iz s g á lta  a következő e s e te k e t :
а /  Ha a k is z o lg á lá s  В tip u su v a l f e je z ő d ö t t  be és 
n in c s  a rendszerben  se A se  В t ip u s u , akkor 
megkezdődik a k észü lék  á tk ap cso lá sa  A-ra ( f e l ­
t é t e l e z i ,  hogy a^=»a2 ) .
b /  Ha egy k is z o lg á lá s  után a ren d szer  ü resen  marad 
csak  egy érk ezés  után k ezd i meg az á tk a p c so lá s t  
ha szükség van a r ra .
Az alábbiakban a k övetk ező  e s e t e t  v iz s g á lju k :
Alkossanak külön so r t  az A és a B tip u su a k . Ha a 
k észü lék  A tip u su ak at s z o lg á lt  k i ,  akkor csak  abban 
az e se tb en  kapcsol á t  B—r e ,  ha n in cs  A t ip u su  so r -  
banálló  é s  а В sorban lega láb b  n2 , i l l .  B -rő l A- 
r a , ha az A sorban leg a lá b b  n-^  várakozó van 
(n^— 1 , n2 —1 ) .  Az á lta lu n k  v iz s g á lt  ren d szer  akkor 
e lő n y ö s , ha az á tk a p c s o lá s i  idők a k i s z o lg á lá s i  id ő­
höz V iszon y itva  nagyok.
Tegyük f e l ,  hogy lé te z n e k  a sz e r e p lő  e lo s z lá s o k  momen­
tum ai.
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11^ A z„egyenletek  f e l á l l í t á s a
Je llem ezze  a k i s z o lg á lá s i  ren d szer  egy k is z o lg á lá s  be­
f e j e z é s e  u tán i á l la p o tá t  az ( i  » k- ,^ k2 ) számhármas, 
ahol i  s  1 , ha az u to lsó  b e fe je z ő d ö tt  k is z o lg á lá s  egy  
A tip u su  egység  k is z o lg á lá s a  v o l t  é s  i  = 2 , ha В 
t ip u su , é s  a k is z o lg á lá s  b e fe je z é se  után az A sorban  
k^, а В зогЬап egység  maradt.
J e lö ljü k  p . , ы - e l  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy
1 K4 ) Kf ) rs
az N .- ik  k is z o lg á lá s  után a ren d szer  á lla p o ta  ( i ,  k^, 
k2 ) .
B evezetjük  a következő függvényeket*
z f *
kt'kiio
/ 1 /
ahol
ß i ( z )  =  J e z i d ß i l i )  -, / 2 /
j  =  U ;
O — Z1— 1 O ^ Z ^ i O ^ Z
/ 3 /
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B e b iz o n y ít ju k , hogy az / 1 / ,  / 2 /  ós / 3 / - a l  d e f i n i á l t  
függvények k i e l é g í t i k  a k ö v e tk ező  e g y e n le te k e t  
( i = l j  j= 2 , vagy i= 2 , j = l )  :
А /
Qi
0 ,+ O 2
aho l
^hki.A í ~ P < .o.k2,« 65 tyl,ki,H ~  Рг,k'.o,*
B iz o n y í tá s :  B ev eze tjü k  a kö v e tk ező  k ie g é s z í tő  esem énye­
k e t  / l á s d  [2] / .  Legyenek a k is z o lg á ló  re n d sz e rb e  é rk e ­
ző egységek  p iro s a k  é s  kékek* Legyen z^ i l l .  z 2 an­
nak v a ló s z ín ű s é g e ,  hogy egy A i l l .  В so rb a  é rk e ző
кг
egység  p i r o s ,  akkor Pi.kt.ki,u Z, Zz annak v a -
ló s z in ü s é g é t  a d ja  meg, hogy az N .- ik  k i s z o lg á lá s  b e fe ­
je z é s e  u tá n  a r e n d s z e r  á l l a p o t a  ( i ,  k-^, k2 ) é s  a r e n d ­
sz e rb e n  maradó minden eg y ség  p i r o s .  Az / l / - e l  d e f i n i á l t  
é r te lm e z h e tő , m int a köve tkező  esem ény
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v a ló s z in ü s é g e :  az N .- ik  k i s z o lg á lá s  u tá n  a re n d sz e rb e n  
n in c s  kék e g y ség , az N .- ik  k i s z o l g á l t  egység  A t ip u s u  
v o l t ,  ha i  = 1 é s  В t ip u s u ,  ha i  = 2 .
K iszám oljuk  annak v a ló s z in ü s é g é t , hogy egy e g y ség  k i ­
s z o lg á l á s i  id e je  (T^ vagy T ^ ), v a la m in t az á tk a p c so ­
l á s  i  idők  (T^2 vagy Tg-^) a l a t t  kék  egység  nem é rk e ­
z ik  a r e n d s z e rb e .  A k i s z o lg á l á s i  id ő k re  vona tkozóan  
ezek  a v a ló s z in ü sé g e k  i s i ,  vagy i  = 2 - r e  /a z  é rk e ­
z é se k  P o isso n  e lo s z l á s  s z e r i n t  tö r té n n e k /*
Az á tk á p c s o lá s i  id ő k re  vonatkozóan  h a so n ló  f e l í r á s b ó l  
köv e tk ező en  i  = 1 , j  = 2 i l l .  i  = 2 ,  j  = 1 -re*
A / 4 /  e g y e n le t  i  = 1 , j  = 2 - re  annak v a ló s z in ü s é g é t  ad­
ja  meg, hogy az N + l . - ik  k i s z o l g á l t  egység  A t ip u s u  
é s  p i r o s ,  é s  a k is z o lg á lá s á n a k  b e fe je z é s e  u tá n  a re n d ­
sz e rb e n  nem m arad t kék e g y ség . T e l je s e n  h a so n ló a n  
i  = 2 , j  = 1 e s e té n .
=  /3 i(o1+Qz -Q 1 Z1 -Q í 2 t )
Ъц(с)'+ог - a z - o zz2)
I I I  * J ^ g o d i c i tá a _ b iz o n £ i tá s e _
J e lö ljü k  a k i s z o lg á lá s i  é s  á tk a p c so lá s i idők várható  
é r té k é t  ßii i l l #  - v e i ,  v a g y is  1=1,2}
j = l >2} i / j - r e
ß b - f i d a  :(i); y ; = / “ d q f i )
О О
B eb izon yítju k  a k övetk ező  á l l i t á s t s  Ha
a,ß„  + Oiß,, <  * /5/
akkor a k i s z o lg á lá s i  ren d szer  ( i ,  k^, kg) á l la p o ta i  
ergod ik usak .
B izo n y ítá s: Rendezzük a ren dszer á l la p o t a i t  o lyan  sor­
rendben, hogy e lő s z ö r  s z e r e p e lje n  minden o lyan  á l la p o t ,  
melyre k^ ^ n^, kg — n2 é s  azután a tö b b i á l la p o t .  
J e lö l j e  s  = s ( i ,  k^, kg) az ilymódon e lr e n d e z e t t  
( i ,  k^, kg) á l la p o t  sorszám át, é s  leg y en
5 =  m a x  S (i, к, ,кг)
kfé n , ;^ n z
A ren dszer á l la p o ta i  Markov lá n c o t a lk otn ak . J e lö ljü k  
a t  sorszámú á l la p o tb ó l  az s sorszámba v a ló  átmenet 
v a ló sz ín ű sé g é t  - v e i ,  valam int y s - e l  a z t  a közepes
id ő t ,  ami szük séges az s . - i k  á lla p o tb ó l k iin d u lv a  a 
k is z o lg á lá s  b e f e j e z é s é ig ,  f e l t é v e ,  hogy közben újabb 
érk ezés nem tö r té n ik .
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íg y
4b“
kißii t  'Sí + kjßjj hú kj — rtj
/ 6/
[ ki f a  ho kj<nj
R ögzítsünk egy s - e t ,  akkor a XI ^sí^í j e l e n t i  egy
k is z o lg á lá s  b e fe je z é se  u tán i á lla p o tb ó l a k is z o lg á lá s  
b e fe je z é s é ig  e l t e l t  közepes id ő t ,  f e l t é v e ,  hogy közben  
uj érk ezés n in c s . Ha s  ^  s Q , akkor
£ <  00 / 7 /
t e k in tv e ,  hogy véges ö s s z e g r ő l van sz ó . Egyébként a 
XI k iszá m ítá sá n á l a következő e s e te k e t
k ü lön b özte tjü k  meg:
a /  k i >  О, к . ^ n . ak k o r / 6 / - b ó l  LJS^ k tß a  + lif+kjßji
és
£ - 9 s t^ 1 +kjßji+Qjßiißji ==
== y $ ~ ß i i ^ ~  ~  Qjßji ) =  Уз ~  £ 1 / 8 /
Ь / к^> О, k j< n ^ , akkor / 6 / - b ó l  t/s = kiß it
^  9 sé У* = (k i~ 4 )ß i i  +Q ißiißit —
= y5-/3 t, U - o t ß n ) = y s - e ,
Ó8 Így
/ 9 /
10 -
с /  ki= 0 ,  ű j  I a i^ o r  / 6 / - b ó l  у s -  %‘,J + kjßj< 
é s  ig y
L  9* y( ~ ( k j - i)ßj< + 1ï,ÿ+ M  Ojßj, = 
~  Уз ~  ( f t '  +  - Ojßji) — - i l
/ 1 0 /
( A k ^ o ,  к^ < n^ e s e tb e n  8 á s 0 , m elyre t e l j e s ü l  /7 /» )  
Az / 5 /  f e l t e v é s  m ia t t  / 8 / ,  / 9 /  é s  /1 0 /-b e n  s z e re p lő
M ásrészt m inthogy az s ^  s 0 végesszám u e s e tb e n  t e l j e ­
s ü l  /7 /»  e z é r t  a lk a lm azh a tó  [2 ] 45« §-nak 2 .  k ö v e tk e z ­
ménye, am ely s z e r i n t  a v i z s g á l t  Markov lá n c  á l l a p o t a i  
e rg o d ik u s a k .
Az e r g o d i c l t á s  k ö v e tk e z té b e n  lé te z n e k  a
h a tá r é r t é k e k .  T e r je s sz ü k  k i  / 1 2 /  é rv é n y e s sé g é t a
£< — ß n  f í — 0 \ß "  O ißu  ) ^  О 
€z =  ß a i  1 - O i ß n )  > О 
е л - ( Р л  + Ъ 1]) 1 1 - а ) Р л ) > о
/ и /
/ 1 2 /
konqplex tartom ányra, akkor i t t  P^(z-^, z 2  ^ mint két  
v á lto z ó s  generátorfüggvény a n a l i t ik u s  l e s z .  M ásrészt
íg y  a Re Z ^ O  komplex f é ls ik o n  / 2 /  a B ^(t) é s  C ^ ( t )  
e lo s z lá s  függvények L a p la c e -S t ie lt j e s  tr a n sz fo r m á ltja it  
d e f in iá l j a .
Végezzük e l  a / 1 1 /  é s  / 1 2 /  h a tá r -á tm en ete t, valam int a 
sz e r e p lő  függvények értelm ezésén ek  k i t e r j e s z t é s é t  ( / 1 3 / -  
ra i l l .  R ez'íO  - г а / ,  akkor /4 / - b ő l  ( 1= 1 ,2 ; j = l ,2 ;  i / j -  
r e )  a következő egyen letek h ez jutunk*
/2 /-b e n  leg y en  z o lyan  komplex szám, amelyre ReZ—0 .
ahol
Q'i.kt- Pi.o.Kí “  tyz.k,-Pz,k,,o
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IV . O p tim a liz á lá s i_ p ro b lé m a
A t á r g y a l t  p ro b lém áv a l k a p c s o la tb a n  a k ö v e tk ező  f e l a d a t  
á l l í t h a t ó  f e l :  Ha ism e rjü k  az a ^ ,  i n t e n z i t á s o k a t ,
v a lam in t a k i s z o lg á l á s i  é s á tk a p c s o lá s !  idők  e l o s z l á s -  
fü g g v é n y e it ( B ^ t ) ,  B2 ( t ) ,  C1 2 ( t ) ,  C21( t ) ) ,  hogyan k e l l  
m eg v á la sz tan i az n-  ^ é s  n2 szám okat ahhoz, hogy a k i ­
sz o lg á ló  re n d sz e rü n k  a le g h a té k o n y ab b , v a g y is  hogy a v á ­
rakozó eg y ség ek  v á ra k o z á s i  id e je  vagy a várakozó  so ro k  
hossza  m in im á lis  le g y e n . Az u tó b b i t  p é ld á u l  k isz ám o l­
h a tju k  a P^fz-^, z 2  ^ 03 P2^z l*  z 2^ függvények z-  ^ é s
z 2 s z e r i n t i  p a r c i á l i s a i n a k  z ^ = l ,  z 2= l h e ly e n  k a p o tt  
é r t é k e i  s e g í t s é g é v e l .  Azonban ehhez  a / 1 4 /  e g y e n le tb ő l  
meg k e l le n e  h a tá r o z n i  az e m l í t e t t  függvényeket vagy 
p a r c i á l i s a i k a t .
A /1 4 /  e g y e n le t  nagyon b o n y o lu l t ,  ahhoz hogy az i t t  
f e l v e t e t t  k é rd é s  m egoldásához sz ü k sé g es  m enny iségeket 
k is z á m íts u k , vagy azoknak n^ és n 2- t ő l  v a ló  fü g g é s é t  
m e g á lla p íts u k . íg y  a re n d sz e rn e k  az n-^  é s  n2 p a r a ­
m éterek s z e r i n t i  o p t im a l i z á l á s i  k é rd é s é v e l  nem f o g l a l ­
kozunk.
A to v áb b iak b a n  a / 1 4 /  e g y e n le t  egy  s p e c i á l i s  e s e té n e k  
m ego ldásával fo g la lk o z u n k . Legyen n ^ = l, n ^ l , akkor
-  13 -
i = l ,  j=2 é s  1=2I j= l- r e  / 1 4 / —böl a következő egyen­
le tr e n d s z e r t  kapjuk*
z tR(zuz t)={P,ÍZ„Zj - 8 ÍO,Z2) + Pi,0.0 Zi +
+[/? M  -p 2i0i0( 1 -  £ öí Z,)] ü2/ q, +-û2 - û (2 - o 2z1|^,iû(+ql-û.z1-QIzi) / i 5 /
z 2Ç (z ,1zJ  =  { ^ ( zIiz2) - / 2/z (,o) +5^ ö2 z 2pí.o,o +  
+[R(o a I-P,,oJ - ő% / z)] l l (o,+ Ol- ü tZ rO ^ }ß lb Q l-0,ZrOzlz) /16/
V. Az ú^=n2  s p e c iá l i s  e s e t  megoldása
H e ly e tte s ítsü n k  a / 1 5 /  eg y en le tb e  z-^=l, Z2 = l-e t*
R lU Í  = [ R M -  R(O.t) + o ß b t  P 'A 0 +
Л 7 /
Р ^ (1 ,1 ) annak v a ló sz ín ű s é g é t  adja meg, hogy egy  k i ­
s z o lg á lá s  éppen A t ip u su  egység  k is z o lg á lá s a  v o l t ,  
ami • H e ly e tte s ítsü n k  /1 7 /-b e
« » ■ « - A  '
é r té k e t  kapjuk:
14 -
/ 1 8 /
/M egjegyezzük , hogy /1 6 / - b ó l  k i in d u lv a  u g y an erre  az e r e d ­
ményre j u to t tu n k  v o l n a . /
H e ly e t te s í t s ü n k  /1 5 / -b e  z ^ = l , z 2= 0 - t ,  A 6 / - b a  z^sO , 
z ^ s l - e t ,  a k a p o tt  e g y e n lő sé g e k e t a következő  a la k r a  hoz­
h a tju k :
D i f f e r e n c iá l ju k  / 1 5 /  é s  / 1 6 / - o t  z^ s z e r i n t  é s  h e ly e t ­
t e s í t s ü k  z^=Z2= l - e t ,  h a sz n á lv a  a v á rh a tó  é r té k e k re
/1 9 /
I l l - b a n  b e v e z e te t t  ßu. ßz t ,  У« , és ï ,2< j e l ö l é s e k e t ,  
/1 5 / - b ő l  k ap ju k :
/ 21/
/ 2 2 /
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/ 2 1 /  é s  / 2 2 /  jo b b o ld a la it  egyen lővé tév e  óa rendezve, 
/ 1 8 /  fe lh a sz n á lá sá v a l a következő eg y en le th ez  jutunk*
R ío .i lO P J W )  C = ä k [ )  - о Д - а М -  r / W f t  J  /2 3 /
A / 1 8 / ,  Л 9 / ,  / 2 0 /  é s  / 2 3 /  e g y en le tek  P -^ O .l) , P]L( l , 0 ) ,  
P2 ( 0 , l )  a P2 ( l , 0 )  mennyiségekre vonatkozóan egy l i ­
n e á r is  e g y e n le tr e n d sz e r t  adnak. Ha eg y en le tren d szer  de­
term inánsa
/2 4 /
0 - t ó l  különböző (azaz  ; é s
+ ф о  ) a Pt (0,l) , P ,(1 ,0 ) és ß ( l ,0 )
mennyiségek k ife je z h e tő k  P]_ q 0 ^2 0 0
kom binációjaként, ahol az együ tth atók  az ism ert /31( 
fii és$(l függvények momentumait vagy h e l y e t t e s i t é s i  
é r t é k e it  tarta lm azzák . Fejezzük k i  /1 5 / - b ő l  a P-^(z^,z2 ) 
fü ggvén yt, A k i f e j e z é s  nevezőjébe az
{ii(Q ,+ O l-02,-0iZ i) / 2 3 /
függvény k e r ü l. T ekintsük  azon z^ é s  z^ h e ly ek et  
ahol / 2 5 /  azonosan 0 .  Használjuk a z-^=z j e l ö l é s t  é s  
leg y en  z 2= f ( z ) ,  melyre t e l j e s ü l  a
ß t {o ,+Qz -  Q,Z—0« fU)}~ Z s  0 /2 6 /
-  16
azon osság , vagy is /3, d e f in íc ió j a  s z e r in t
/ e -ÍO .+ Q i-Q J-O zU zÚ t dBM)  s  z /2 7 /
О
/ 2 7 / - e t  z s z e r in t  d i f f e r e n c i á l v a  a z = l h e ly e n , majd 
re n d s z e re z v e  kap jak  az
e g y e n lő t le n s é g e t ,  am ibő l k ö v e tk e z ik , hogy z = l b izonyos 
k ö rn y e z e té b e n  |f ( z ) |  < 1 .  Minthogy P-^(z-L,z 2 ) a n a l i t i ­
kus a / 1 3 /  ta rto m án y o n , a /1 5 / - b ő l  k i f e j e z e t t  P ^ (z^ ,Z 2 ) 
s z á m lá ló já n a k  i s  azonos O-nak k e l l  l e n n i  a z ^ = z ,
Z2= f (z )  h e ly e n  azaz fe n n  k e l l  á l l n i  a
a zo n o sság n ak . Hasonló m egoldásból /1 6 / - b ó l  k i in d u lv a  a
a z o n o ssá g g a l d e f i n i á l t  g (z )  függvényre  t e l j e s ü l  a
/2 8 /
F>lo№) - P i f c d  ti21(o>+oz —QJi—Oifuj) +
/3J q ,+Qi - 0 Q ( * ) - 0 i Z ) - Z = 0 /3 0 /
e g y e n lő tle n s é g  és / 2 9 / — h aso n ló an  é rv é n y e s  a
P2 [ Qíz),0) -  P,(o.z) l 2 lo<+o2 -o, qiz) - o 2z) +
/3 1 /
-  17 -
azo n o sság . ( / 29/  é s  /3 1 /-b e  z = l - e t  h e ly e t t e s í t v e  egy­
a rá n t  a / 1 8 /  e g y e n le th e z  ju tu n k .)
D if f e r e n c iá l ju k  most a / 29/  é s  / 3 1 /  a zo n o sság o k a t é s  
h e l y e t t e s i t j ü k  z = l - e t .  J e l ö l j ü k  a P ^ (0 ,z )  é s  P2 ( z ,0 )  
függvények n -e d ik  d i f f e r e n c iá lh á n y a d o s a i t  P^n ^ (0 ,z )  
é s  Ppű  ^ ( z ,D ) - a l ,  akkor / 2 9 /  é s  /3 1 / - b ő l  k i f e je z h e tő k  
p [ 1 ) ( 0 , l )  é s  P^X) (1 ,0 )  m int Рх ( 0 ,1 ) ,  P2 ( 1 ,0 ) ,  Plf0f0
I
és p2 о 0 l i n e á r i s  k o m b in ác ió i e s  ism e rt függvények  
je lle m z ő  a d a t a i ,  A /2 9 /  é s  / 3 1 /  m ásodik  d i f f e r e n c i á l h á ­
nyadosábó l p e d ig  p j 2  ^ ( 0 ,1 )  é s  p Í,2  ^ ( l» 0 )  f e j e z h e tő  
k i  l i n e á r i s a n  p j ^  ( 0 ,1 ) ,  P2^  ( l , 0 ) - a l ,  v a la m in t a
f e l s o r o l t  m enny iségekkel, é s  Íg y  to v áb b  p j ^  ( 0 ,1  ) és 
P2n  ^ ( 1 ,0 )  az a lacso n y ab b  d e r i v á l t a k  é s  a f e l s o r o l t  
m ennyiségek s e g í t s é g é v e l .  p j ^  ( 0 ,1 )  és P^11^  ( 1 ,0 )  
k iszám o lásáh o z  a la p u l  s z o lg á ló  / 29 /  é s  /3 1 / - b ő l  k a p o tt  
e g y e n le tre n d s z e r  d e te rm in á n sa :
f(Dn -»
-1 9(0'
In i n
= fio  g (0 -1 1 - Q t ß u  4 — Q iß i i
-I n
Qzßi* 0i fin
( > О
А /2 9 /  é s  /3 1 / - b ő l  k a p o tt  p [û  ^ ( 0 ,1 )  é s  P^d) ( 1 ,0 )  
számok s e g í ts é g é v e l  é p í ts ü k  f e l  a
k=o 1Лк =o
м « , о )
T J - ■ i z - i t / 3 2 /
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h a tv á n y so ro k a t ezek  éppen a P-^  ( 0 ,z )  é s  a P2 ( z ,0 )  
függvények z= l*hez  t a r t o z ó  h a tv á n y s o ra i .  H e l y e t t e s í t ­
sünk /3 2 / - b e  z = 0 - t k ap ju k :
Rio,ohpW0= D - ^ k!
In),
/ 3 3 /
k=o
M, . щ1к)/
Minthogy P / M  és R (l,0) Q R  (0,l) ! R  ffOj, k-0 ,i,2 ,- ,n -1 ,
Pi,o,o es pí(0i0 l i n e á r i s  k i f e j e z é s e i ,  e z é r t  / 3 3 /  jo b b o l­
d a lán  pf>0o és p2i0(0 l i n e á r i s  k i f e j e z é s e i  á l l n a k ,  és ezek 
/2 3 /  m ia t t  inhomogénok, íg y  / 3 3 /  eg y érte lm ű en  m eghatároz' 
za a p,,o,o é s  p2t0.o v a ló s z ín ű s é g e k e t .  A p 4(0n és 02iO,o 
ism e re té b e n  / 1 8 / ,  /1 9 Л  / 2 0 /  é s  /2 3 / - b ó l  m egkaphatjuk  
P ^ (0 ,1 ) ,  P ^ (1 ,0 ) ,  P2 (1»0) é s  P2 ( o , l )  é r t é k e i t ,  majd 
/3 2 /  h a tv á n y s o r a i t  n - s z e r  d i f f e r e n c i á lv a  é s  z = 0 -a t  
h e l y e t t e s í t v e  k ap ju k  a Pi,o,n é s  Рг.п.о v a ló s z ín ű s é ­
g e k e t.
A /31(O,+O2-Ú12 ,-0 2Zi ) í ^ 2Íúi+Úx-Ú,Z,-Oí Zí)/ U û ,+ O z-û ,Z ,-û 2Z2) 
é s  ^ i2(Qi+Ol -Q ,Z ,-ú t Zz) függvények a n a l i t i k u s a k  a 
/1 3 /  ta rto m án y b an  é s  ig y  o t t  e l ő á l l í t h a t o k  h a tv á n y so ro k ­
k a l ,  H e ly e t te s í t s ü k  а Л 5 /  e g y e n le tb e  z 2= 0 - t  é s  leg y en  
a /34iû,+û2-û,z,)yP/o,+01-û,z4))- îf2,ÎOi+û2 -û ,z ,) függvények
z^aö -h o z  ta r to z ó  z-  ^ s z e r i n t i  s o r e l ő á l l i t á s a i
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f t  QiZi) — YL b1ik 2,k=0
°° к
Д lO i+ O z-Q ,Z i)l& 2ito '+ Q i-Q iZ i)s* L d 1'k Z t '
/ 3 V
k=0
/ 3 4 / - e t  /1 5 /-b e  h e ly e t t e s í t v e  é s  /1 2 / - t  fe lh a sz n á lv a  
г 2=Ю m e lle t t  a következő e g y e n le te t  kapjuk*
Z< ,Ç0 A ,/,o Zf =  [^-0P».w/i"~Pi.o.o(l-Q'.oAÍb,Z\
+
+
/3 5 /
/ 3 5 /  bal é s  jobboldalán  a z*  e g y ü tth a tó it  egyen lővé  
t é v e ,  a k ap ott eg y en le tek  a következőképpen rendezhetők:
Pl,k,0 bi,o Pi,k-t,0 ~^ Pl,0 .0 í f^.k Q,+02
k-4
/3 6 /
£ > ,  +Рг,о.о{с11М Q^ot Pi,k-t) + í
Minthogy a Pí k,o v a ló sz ín ű sé g e k e t az e lő z ő e k  a lap­
jául ism ertnek té te le z h e t jü k  f e l ,  a p«,*,o v a ló s z í ­
nű ségeket /3 6 /- b ó l  f c * l , 2 , . . . - r a  egymásutáni h e ly e t t e ­
s í t é s e k k e l  n yerhetjü k .
Hasonló meggondolásokkal a /1 6 /- b ó l  k iin d u lv a  a /3 6 /-n a k  
m eg fe le lő
PilO.k ^2,0 PlO,k-* +Pl,Ofilbz'k Qi+O* b2 ik-i)
U »  +  Pl,Ofl(di,k ~Q~+Cit ^ 2,k-t) +  P w '4  ,k
/3 7 /
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e g y en le th ez  ju th a tu n k ,  a h o l t>2 k é s  k a ß2(o,+Q1-°t2>) 
é s  AÍOi+Qj-OíZí) • Ул fű* +Oj-QiZj  függvények  z2 s z e ­
r i n t i  s o r f e j t é s b e n  az e g y ü tth a tó k .  / 3 7 / - b ó l  a p2i0,k 
v a ló sz in ü sé g e k  n y e rh e tő k  sz u k c e s s z iv  h e l y e t t e s í t é s e k k e l .
Vezessük be a k ö v e tk e ző  j e l ö l é s e k e t ,  le g y e n
mii = 2-- Pl,i,k
2
ГПи - L Pl,k, i
m,!, =
A “0
QG
ZZ p2,l',kk = 0 mii
к =0 
oo
=  £ Pi,k,i
Az e d d ig ie k  a la p já n  ism e rjü k  a
/3 8 /
РМ =т \ 0  : R(l0)=m*o ; %М=тг,о ; R(i.o)=ml>0 /3 9 /
m enny iségeke t.
H e ly e t te s í ts ü n k  /1 5 / - b e  z 2= l - e t  é s  Í r j u k  f e l  az egyen­
lő sé g  m indkét o ld a lá n a k  z^ s z e r i n t i ,  majd z - ^ l - e t  és 
Í r ju k  f e l  a z2 s z e r i n t i  h a tv á n y s o r á t .  A k a p o tt  eg y en - 
tő ség ek b ő l z-j^  i l l .  z 2 h a tványok  e g y ü t th a tó i t  ö s s z e ­
h a s o n l í tv a  k ap ju k :
™i,k Фэ,о— Q,+ Qi Pw.ob3.k-1
k-< j к
~ Y  mi,i ^3,k-‘ +P2ioA iTQ í+Q1 Р*1°'°^3,к-1~
/ 4 0 /
21 *
/ 41 /
ahol b , k , b4 ,k» d3»k é s  d^ k rendre a ß f(üf-Q|Zi)
ß ilo rQ iZ i)  ; /V a -û .z J ta fo -a z ,)  é s  a
/32(02-û iZz) ï ,2(û2-0 iZl) függvények hatványsorában s z e ­
r ep lő  e g y ü tth a tó k . /M egjegyezzük, hogy /4 1 /  keO-ra a 
/ 1 9 /  e g y e n le te t  a d j a . /
/ 4 0 /  és /4 1 /-b e  rendre k a i ,2 , . . .  h e ly e t t e s í t é s é v e l  a
jobboldalon  Ism ert mennyiségek sz e r e p e ln e k , Így kapjuk
1 2az ^  ]ct jc é r t é k e i t .
Hasonló m eggondolásokkal a /1 6 / - b ó l  k iin d u lv a  a / 4 0 /  é s  
/ 4 1 / - e l  analóg e g y e n le te k e t  nyerhetünk , amelyekből 
ná; k , m| k , k s l , 2 , . . .  szám olhatók.
№ gjegyzések  az_ eg y en le tek  я» gó l d ósáva l k a p cso la t baja.
Az egyen letek b en  sz er ep lő  mennyiségek a v iz s g á l t  k i s z o l ­
g á ló  ren d szer  eg y -e g y  k is z o lg á lá s  u tá n i á llap otán ak  v a ló ­
j e l e n t i  annak v a ló s z ín ű s é g é t , hogy a b e fe j e z e t t  k i s z o l -
V I. Az_eredmények érte lm ezése
s z in ü s é g e it  ad ják . íg y  a pi<(Xk,P<.k.o j pi.o.k i l l .  Рг,к,о
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g á lá s  A i l l «  В t ip u s u  egység  k i s z o lg á lá s a  v o l t  é s
u tána  az A i l l »  В t ip u s u  so rb an  éppen к e g y ség ,
mig a m ásik  s o r  ü re s e n  m a ra d t. Ennek m e g fe le lő e n  p,,0.o
é s  Pi.0,0 az A v agy  В t ip u s u  egység  k i s z o lg á lá s a
u tá n i  ü r e s  r e n d s z e r  v a ló s z ín ű s é g e .  A / 3 8 /  d e f i n í c i ó  s z e -  
«
r i n t  m tii annak a v a ló s z ín ű s é g é t  j e l e n t i ,  hogy egy A 
t ip u s u  egység  k is z o lg á lá s á n a k  b e fe je z é s e  u tá n  az A s o r ­
ban i  várakozó  m arad , fü g g e t le n ü l  a t t ó l ,  hogy а В 
so rb an  m ilyen  a s o r  á l l a p o t a .  H asonlóan é r te lm e z h e tő k  az 
m*i I m [,i é s  a z  m ii m ennyiségek . Ennek
s p e c i á l i s  e s e te k é n t  k a p ju k  /3 9 /“ ben s z e r e p lő  m ennyisé­
gek v a ló s z ín ű s é g i  j e l e n t é s é t .
Azoknak az e g y e n le te k n e k  a f e l i r á s a ,  am elyek / 2 9 /  és 
/3 1 / - b ő l  k i in d u lv a  adódnak a p [n  ^ ( 0 ,1 )  é s  (1 ,0 )
m ennyiségek m e g h a tá ro z á sá ra , á l t a l á n o s  e s e tb e n  nagyon 
b o n y o lu lta k , k o n k ré t ß*,ßi,  Уи és  On e s e té n  azon­
ban könnyen k é r é s z t ü lv i t e l e z h e t ő k .  B izonyos e s e tb e n  a 
/ 3 3 /  jo b b o ld a la i  i s  z á r  a la k b an  f e l i r h a t ó k  é s  akkor köny- 
nyen m egoldhatók  P4,0,0 és Pi,o,o - r a  é s  /3 2 /-b ő l
i s  e g y sz e rű e n  n y e rh e tő k  a p <0ilt é s  Pz,k,o v a ló -
s z in ü s é g e k .
Ha v i s z o n t  a / 2 9 /  é s  / 3 1 / - b ő l  c sak  num erikusán  szám ol­
h a tó k  k i  a ( 0 ,1 )  é s  (1»0) m ennyiségek,
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akkor /3 3 /  jo b b o ld a la i i s  numerikus so r t  je len ten ek *  Eb­
ben az e se tb en  va lam ilyen  pi.o.o és  Рг.о.о -ra  be­
c s ü l t  érték b ő l k iin d u lv a  k iszám oljuk a / 3 3 /  jo b b o ld a la it  
é s  h a so n lítju k  a b a lo ld a la k h o z , majd a k é t o ld a l i  e l t é r é ­
sek különbségének m egfe le lően  k o r r ig á lju k  p 4,o,o és  
рг.о.о - a t  mindaddig, mig a /3 3 /-b a n  e g y e n lő sé g e t nem 
kapunk. Ez e lv é g ez h e tő  a következőképpen» / 3 3 /  eg y en le tek  
jo b b o ld a la i a pi.o.o i Рг.о.о v a ló sz ín ű ség e k  inhomo­
gén l in e á r i s  fü g g v én y e i, v agy is  Api,o,o+ Врглл+С 
i l l .  Ы Pi,o.o + ß Рг.о.о + $  alakúak.
K iin d u lásu l v á la sszu k  p4.0l0 é s  рг.о.о - a t  rendre
az X,,y, ; Xz ,y 2 é s  *з,Уз szárapároknak. A
/ 3 3 /  jobboldalán  k ap ott Дх; + ßy« + C és
OiXi+Py.+ ï  ( i = l , 2 , 3 )  ér ték b ő l A, В, C, o í . /З és
Ü kiszám olhat ók, am iből aztán könnyen adódik a p<l0,o 
é s  рг.о.о m egoldás.
Ha a megoldás folyamán fe lh a s z n á lt  egyen letek b en  szerep­
lő  függvények a n a lit ik u sa n  nem k e z e lh e tő k , akkor a nume­
r ik u s  megoldásuknál sz e r e p lő  mennyiségek csak  bizonyos 
p o n to ssá g ig  szám olhatók é s  az érték ek  v é g te le n  rendsze­
r e i  é s  v é g te le n  so r a i h e ly e t t  véges számú érték ren d szer­
r e l  é s  v ég es Ö sszeggel dolgozhatunk. Ezeknek a számát i s  
a k iván t pontosság szab ja  meg.
ÏM
«
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A szám olás p o n to ssá g á n a k  e l le n ő r z é s é r e  f e lh a s z n á l ju k  a
CD CO CD
1 V  2 о< 1 r~ 2 a,
m,li ~  L mU ~  °'+°г '  k o ^  ~ k mZ>Í “  ÖT<
e g y e n le te k e t .
Qi
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b i l i t i e s  under P r i o r i t y  d i s c i p l i n e s ,
J .R . s t a t i s t .  Soc B, 2 5 , N o.2 . 489-499* 
1963.
[2] G .P . Klimov: S z to c h a s z t ic s e s z k ie  sz isz te m ü
o b s z lu z s iv á n y i ja ,  Moszkva, I z d a ty e l s z tv o , 
Nauka, 1966 ,
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§_Ü_ÎD J2_§ _г_2
Two k in d s  o f  P o isso n  flo w s a r r i v e  to  a d ev ice  o f  s e r v ic e .  
The d e v ic e  must sw itch  o v e r when beg in n in g  w ith  th e  
s e rv ic e  o f  th e  second ty p e  a f t e r  hav ing  s e rv e d  th e  
f i r s t  ty p e .  Times o f  sw itc h in g  over and s e rv ic e  a re  
in d ep e n d en t and may be a r b i t r a r i l y  d i s t r i b u t e d .  The p a ­
p e r  p ro v e s  th e  e rg o d ic i ty  o f  th e  Markov c h a in  c h a ra c ­
t e r i s t i c  o f  th e  sy stem , g iv e s  an e q u a tio n  f o r  th e  
g e n e ra to r  fu n c t io n  o f  th e  s t a t e  p r o b a b i l i t i e s  and s o lv e s  
them  in  a s p e c ia l  c a s e .  I t  r a i s e s  a ls o  th e  q u e s t io n  o f 
th e  o p t im a l iz a t io n  o f  th e  r u l e  o f  sw itc h in g  o v e r .
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Egy o r to g o n á lis  l a t in  n ég y zetek k el k a p cso la to s  prob­
lémáiról
Knuth Előd
I» Az alapprobléma
T elefonközpontok te r v e z é sé n é l m erült f e l  a következő  
problémás
Adva van /. •* 1 db. "egység" -  j e l ö l j e  ezek et ЕоЭ. . . Е { •
Minden eg y ség en  b e lü l n db "alegység"  -  j e l ö l j e  e zek e t  
ík)■ÍU kacO, .  • .  I i = l A z  eg y es  a legységek  p ed ig  n
db. ( 1 - t ő l  n - ig  sorszám ozott) c s a t la k o z á s i  p on to t t a r ­
talm aznak.
Bizonyos c s a t la k o z á s i  pontok k ö z ö tt  ö s s z e k ö t te té s t  l é t e -  
s itü n k . Ha valam ely ik  ö ssz e k ö té s  egy k-sorszám u c s a t la ­
k o zá si p o n to t egy j-sorszám u va l k ö t ö s s z e , nevezzük  
( k , j )  ö ssz e k ö té sn e k . A továbbiakban minden ö s sz e k ö té s  
egyik  ( é s  csak  eg y ik ) végpontja  EQ-hoz fo g  t a r t o z n i ,  
e z é r t  f e l t e h e t j ü k ,  hogy ( k , j )  r e n d e z e tt  pár é s  e l s ő  
eleme az EQ- b e l i  a le g y sé g  c s a t la k o z á s i  pontjának so r ­
száma.
Ha az Eq , Eg egységek  k ö z t i  (k ^ 8 j ^ ) ,  (k2 »j2 ) ö s s z e ­
k ötések  eg y -eg y  végp on tja  E -ban  i l l .  E -b en  egy a l -О s
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egységbe e s ik ,  akkor nevezzük e z t  (k^, j-^, kg» j g ) 0 s 
i l l ő  (k l t  kg, á g )s 0 összekötéspárnak*
A fe la d a t  ezekután a következő*
K onstruálandó az összek ötések n ek  egy  ren d szere , mely 
k i e l é g í t i  az a láb b i f e l t é t e le k e t *
1 /  E minden a legysége  E minden a le g y sé g é v e l ö ssze
О о
van k ö tve  eg y szeresen  ( s = l , 2 , . . . 0 * ezen k ív ü l  más
ö ssz e k ö té se k  n in csen ek .
Ez a f e l t é t e l  az ö sszek ö tések  rendszerének egy  egy­
szerű  é s  sz e m lé le te s  áb rázo lására  nyújt le h e tő sé g e t*
n y ilv á n v a ló a n  nem teszünk  k ü lö n b ség et.
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K észítsü n k  egy mm—e s  n égyzet alakú t á b lá z a to t ,  é s  
p -ed lk  sorának r -e d ik  h e ly ére  Írjuk be az * ' o ) . 4 S> 
a leg y ség ek  ö sszek ö tésén ek  fe n t  d e fin iá lt ( k , j )  szám­
p á r já t .  Az 1 /  f e l t é t e l  s z e r in t  ekkor a n égyzet minden 
h elyére  pontosan egy  száunpér kerülő
Ezt a tá b lá z a to t  s  minden megengedett é r ték ér e  e l ­
k é s z íth e t jü k . Az ö ssze k ö té se k  t e l j e s  r en d sz er é t Így  
egy r e n d e z e tt  párokat tarta lm azó  n x  n l - e s  (azaz í 
n ég y zetb ő l á l ló )  m á tr ix sza l r ep r e z e n tá lh a tju k .
2 /  Minden csa tla k o zó p o n tb ó l Indu l k i  ö s s z e k ö té s , é s  min­
den a leg y sé g b ő l minden le h e t s é g e s  sorszámhoz megy 
leg a lá b b  egy ö s s z e k ö té s .
E d d ig iekb ől k ö v e tk ez ik , hogy minden c sa t la k o z ó -
p o n tjá b ó l pontosan L db ö ssz e k ö té s  Indul k i  -  min­
den egységhez egy -  Eß , s  4  o ,  c sa tla k o z ó p o n tja ib ó l  
p ed ig  mindig csak  e g y e t le n . Továbbá SQ minden a l ­
eg y ség éb ő l minden le h e ts é g e s  sorszámhoz L db ö s s z e ­
k ö té s  megy, -  minden egységh ez pontosan egy -  
E , e d  o , a le g y s é g e ib ő l p e d ig  minden le h e t s é g e s  s o r -  
számhoz e g y e tle n  ö ssz e k ö té s  megy.
A f e n t  d e f in iá l t  m átrixra ez a z t  j e l e n t i ,  hogy annak 
minden négyzetében  minden sorban ás minden oszlop b an ,
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a b e i r t  szám pár b á rm ely ik  elem ében az 1 , 2 , , , , n  sz á ­
mok egy p e rm u tá c ió ja  s z e r e p e l .  M ásszóval a m á tr ix  min­
den n é g y z e te  a b e i r t  szám pár m indkét e lem ében l a t i n  
n é g y z e t ,
3 /  Ha (k l t  j-j )^ é s  (k 2 , j 2 ) az Eq e g y sé g e t ugyanazon 
e g y sé g g e l k ö t ik  ö s s z e ,  akkor (k-^, j^ )  4  (k 2 , j 2 ) .
Ez a f e l t é t e l  b i z t o s í t j a ,  hogy bárm ely ö s s z e k ö té s  egy­
é rte lm ű e n  m eghatározza az á l t a l a  ö s s z e k ö tö t t  a le g y sé ­
g e k e t ,  /Az a d o tt  egységeken  b e l ü l , /
N y ilv á n v a ló , hogy Így  a m a tr ix  minden n é g y z e te  minden 
le h e ts é g e s  szám párt t a r t a lm a z n i  fo g , m égpedig po n to san  
e g y s z e r ,  M ásszóval a m a tr ix  m inden n ég y ze te  o rto g o n á ­
l i s  l a t i n - n é g y z e t ,
4 /  Ugyanazon k ^ , j-^, k2 , j 2 é rté k e k h e z  nem l é t e z i k  k é t  
(k-^, j ^ ,  1 ^ , j 2 ) u v ö s s z e k ö té s p á r ,  még kü lönböző  a , v 
é r té k e k  m e l l e t t  sem.
Ez a f e l t é t e l  n y ilv á n v a ló a n  a z t  b i z t o s í t j a ,  hogy b á r­
mely ö s s z e k ö té s p á r  eg y érte lm ű en  m eghatározza az ö ssz e ­
k ö té s e ib e n  s z e re p lő  a le g y s é g e k e t ,  és még az e z e k e t  t a r ­
ta lm azó  e g y ség ek e t i s .
D e f in íc ió  s z e r i n t  egy ö s s z e k ö té s p á r  ö s s z e k ö té s e i t  j e l ­
lemző szám párok az s - e d ik  n ég y ze tb en  (k ^ , j-^, k2 , j 2 ) s о
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e se té n  egy  so rba  (k^ , j 2 , kg, d2 ) 0sS ©setén p ed ig  
egy o sz lo p b a  kerülnek* Nevezzük a négyzetek  s o r a it  
éa o s z lo p a it  közös néven vonalaknak* Mátrixunkra a 
4 /  f e l t é t e l  ekkor n y ilv á n v a ló a n  a z t  j e l e n t i ,  hogy 
n in cs k é t  egyvonalba e ső  számpártja* /Ld* p l*  az 
u to lsó  o ld a lo n  sz e r e p lő  p é ld á k a t* /
V ilágos m á sr ész t, hogy minden, az i t t  l e  i r t  tu la jd o n ­
ságokkal ren d elk ező  m atrix  egyértelm űen meghatározza 
az összekötésekn ek  egy az 1 /  -  4 /  f e l t é t e l e k e t  k i e l é ­
g ítő  ren d szerét*
II* További kérdések
Gyakorlatban a 4 /  f e l t é t e l  csak r itk á n  e lé g ít h e t ő  k i .
A probléma e z é r t  a 4 /  f e l t é t e l  b izonyos g y e n g íté s e i  
m e lle tt  i s  v izsgálandó*
a /  Megengedjük, hogy leg y e n  k ét o ly a n  ö ssz e k ö té s  p ár , 
amelyben k^, j-^, k g , j 2 a zo n o s, ha az e g y ik n é l  
u s  0 ,  a másiknál p ed ig  v = 0 (2* ábra)*
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O rtogon á lis  l a t in  négyzetek re v a ló  átfogalm azásunk­
ban ez a z t  j e l e n t i ,  hogy soroknak csak so ro k k a l, o sz ­
lopoknak csak oszlopok kal k e l l  k i e l é g i t e n i  a korábban
m ondott f e l t é t e l t ®
b /  Tovább g y en g íth e tjü k  a 4 /  f e l t é t e l t ,  ha csak  a z t  kö­
v e te ljü k , hogy ne legyen  k ét o ly a n  ö ssze k ö té sp á r , 
melyben k^, j^ , ^  m egegyezik és m indkettőnél
V = 0 .
M ásszóval k é t ö sszek ö tésp ár  csa tla k o zó p o n t-so rszá m a i 
csak akkor nem leh etn ek  azonosak , ha m indkettő az 
Eq egy ség b ő l indul k i .  /P l*  a 2® ábrán az 1 ö s s z e -  
k ö tésp á r . /
/M egjegyzés: annak e l l e n é r e ,  hogy b / e se té n  lá t s z ó ­
la g  sok kal gyengébb f e l t é t e l t  k e l l  k i e l é g í t e n i ,  az 
e d d ig i eredmények a lapján  v a ló sz ín ű n ek  lá t ju k ,  hogy 
nem j e le n t  komolyabb k ö n n y íté s t  a /-h o z  k ép est® /
I I I ,  Néhány a problém ával k a p cso la to s  m egjegyzés
Mindezek után a következő problém ákat v e th e tjü k  f e l :
I® Adott n és t -hoz konstruálandó / db rum -es
o r to g o n á lis  l a t in  négyzet úgy, hogy sem ely ik  k é t  
különböző vonalnak ne leg y en  egyn é l több közös
eleme
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II» Az e lő b b i ,  de csak  a z t  k ö v e te ljü k  meg, hogy k é t  
sornak vagy k é t oszlopn ak  ne legyen  egyn é l több  
közös e lem e.
III»  Csak azt k ö v e te ljü k  meg, hogy k é t oszlopnak ne l e ­
gyen egynél több közös e lem e0
Meg fogju k  m utatn i, hogy
А/ Az I .  f e l t é t e l  e s e té n  t le g f e lj e b b  [ °2 ~ ]  , a I I .
I I I .  f e l t é t e l e k  e se té n  p ed ig  le g fe lj e b b  n -1  l e h e t .
В / Amennyiben n primszám, ez a h atár  mindig e l  i s  é r ­
h e tő , p l .  a következő k on stru k ciók k a lí
I .  e se té n : й ^  = ( ц . к ,  2 j í + i 2 j - i ) k ) (mod p)
ahol a j - e d ik  n ég y zet i - e d ik  sorának k-ad ik
h e ly ér e  i r t  elernpárt j e l e n t i .  /А z á ró je lb e  i r t  számok 
moduló p é r ten d ő k /.
I I .  é s  III»  e se té n  p ed ig :
(mod p)= j i  + ( p - j ) k )
(n=p)
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IV» A kimondott á l l í t á s o k  b iz o n y ítá sa
А / Tekintsük p l»  az (1 ,1 )  e le m e t. Ez minden négyzetben  
pontosan eg y szer  ford u l e lő »  Minden alkalommal n-1  
elemmel van egy sorban é s  n - 1 - e l  egy oszlopban» Az 
I .  f e l t é t e l  e se té n  ezen  2 L (n -1 )  elem  k ö z ö tt  azono­
sak nem szerep elh etn ek »  Számuk Így le g f e lj e b b  azon 
elemek száma, amelyek az ( 1 ,1 )  elemmel e g y á lta lá n
p
egy sorba vagy oszlopba k erü lh etn ek . Ezek száma ( n - l )  
(azon  elem ek, melyek az 1 számot nem ta r ta lm a z z á k .) 
Az I» f e l t é t e l  e se té n  tehát*
2 l ( n - l )  — ( n - 0 2 azaz I ~  П2
és ha f e l t e s s z ü k ,  hogy / eg ész  szám, akkor
/ — [  П2 1 ~] - t  n yerjü k .
A II I#  f e l t é t e l  e s e té n  csak  az ( l , l ) - e l  egy o sz lo p ­
ba e ső  elemek jönnek szám ításba# Ezek száma (n -1 )#
így
t (n - l )£  ( n - i f  te h á t  / — П-  ^
T e k in te t te l  arra , hogy а I I .  f e l t é t e l  a II I#  f e l t é t e l t  
magában f o g la l j a ,  az előbb  mondottak erre  az e s e tr e  
i s  vonatkoznak.
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В/ M egm utatják , hogy а  = prim szám  e s e té n  a b e m u ta to tt  
k o n s tru k c ió k  v a ló b an  k i e l é g í t i k  az e l ő i r t  f e l t é t e l e ­
ke t*
me k i n t e t t e l  a r r a ,  hogy m indegyik k o n s tru k c ió
bij — ( * +J ! ul + v-í ) a la k ú ,
ahol 0 # U # V £ 0  (m o d p ), e lő s z ö r  megmutatjuk, hogy 
(bijJijmi o r to g o n á lis  l a t i n  n é g y z e t.
Г л P
T r i v i á l i s ,  hogy [byj^ mindkét indexében l a t i n  
n é g y z e t , a z t  k e l l  csak  b e lá t n i ,  hogy bi,jA =  6,-jj, 
e se té n  4  -  li , Ji -Jz  •
Ezt p ed ig  egyszerű  szá m o lá ssa l nyerhetjük*
ha
+Ji =  U +h
uit + vji^uii+ vji
akkor
4 -  4 -  jz ~j*
Ufa-iJ + VÍjt-jijaO , így (u~v)(ii ~4)= 0
t e k i n t e t t e l  a r r a ,  hogy (madp) e b b ő l í< = 4
a d ó d ik . T e k in tsü k  m ost az I .  f e l t é t e l h e z  t a r t o z ó  
k o n s tru k c ió t*
mod p
(mod p )
ú g - l i t j ,  2k
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L le
Tegyük f e l ,  hogy Û,,;, =  0 ^ г ahol к,ф кг
Vezessük be az a lá b b i rö v id  j e lö lé s e k e t ;
A 4= {ú i/fi <><« A z = { Q tlj) j*jt
=  { ° ‘л ]  l * i i  &2 = { ° ü j  }  j * j l
Ekkor az I# f e l t é t e l  n y ilv á n v a ló a n  a k ö v etk ező v e l ek­
v iv a le n s :
(A ,  U A J  í )  ( В , и В г ) = Ф
Szimmetria okokból ehhez e legen d ő  b e lá tn i ,  hogy
а /  А , П В ,  =  Ф
éa Ь / А , П  В г * - Ф  t e l j e s ü ln e k .
a /  Tegyük f e l ,  hogy lé te zn ek  o lyan  1^,
melyekre
13Ф if 1 1чФ l-i (modp) és Qjjj' — Q,\ji
A d e f in íc ió  s z e r in t  ekkor: 
li + j i  =  k  +Л
2 k j i  + Í2k,“ 0j «  2кг1г +(2кг - 1 ) ) г
>
<3 +Ji — íii+jz 
2k,ij + ( 2 к , -  1)ji - 2 k 2iit + Í 2 k i-
1^ indexek ,
(modp)
Ezekből á tren d ezések k el a következő kongruenciát 
nyerhetjük:
2 ( k , - k 2) ( í , - i 3) s O  (modp)
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Ez p ed ig  f e l t é t e l e i n k  éa p prim v o lta  m ia tt l e ­
h e t e t le n .
b / Tegyük f e l ,  hogy lé te z n e k  o lyan  
m elyekre (modp)
i^» indexek,
к, /ч
és ûijj,==
E kkor
i 1 +j1 =  <2 +J2
2k,/, + (2ki-1)j1 = 2kzií + (2ki~4)ji
Í3 +jl = Í2 +Í3
2k,/3 + Í2k,- Ojí s  2ka/2 +Í2kx-4)j3
(mod p)
Ebből a következő nyerhető:
[2(kl-ka)+ 0 í/< '/3) = 0 (modpj
T e k in te t te l  a r r a , hogy i-^  #  i^ és 4 -  k, , k2*é -íL-1 
6 Z  l e h e t e t le n .
T ekintsük most a I I .  f e l t é t e lh e z  ta r to z ó  konstruk­
c i ó t :
Ű<y = (i+ j , k i  -h(p-k)j) (mod p)
Tegyük f e l  most i s ,  hogy 0,% =  Qhji ahol к,фкг
E lőb b i j e lö lé s e in k k e l  most a követk ezőt k o l l  b e lá t ­
n i:
(Л,ЛВ,)и(Л2Л82) = 0
-  У?
A szim m etria m iatt e lé g  A , r \ B i =<P  - t  bebi~  
z o n y ita n i. Tegyük f e l ,  hogy lé te z n e k  o lyan  i j ,  Ц. 
indexek, melyekre /«Ф U i (mod p) é s
ke kí
Ú i3> = 04
D efin íc ió n k  sz e r in t  ekkor:
l,+ji -  U +h
k j i  + lp-k,)ji  ш kl ií + i p -k 2)ji
h +ji s  íii +Â
k,is +(p-k«)jl = ÍP "^)ji ^
( moc/ p)
Az előb b iek h ez hasonlóan ebből azonban 
(ki- к 2) ( i i ~ ^ )  = 0  k övetk ezn e, ami l e h e t e t le n .
E zzel a z t i s  b e lá ttu k , hogy e k on stru k ció  a I I I .  
f e l t é t e l t  i s  k i e l é g í t i ,  h is z e n  az en n é l gyengébb 
k ik ö té se k e t  ta r ta lm a z .
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V» Néhány p éld a:
n s  7 -re  az I .  az , f e l t é t e l  m elle tt»
11 22 33 44 55 66 77 11 24 37 43 56 62 75
23 34 45 56 67 71 12 25 31 44- 57 63 76 12
35 46 57 61 72 13 24 32 45 51 64 77 13 26
47 51 62 73 14 25 26 46 52 65 71 14 27 33
52 63 74 15 26 37 41 53 66 72 15 21 34 47
64 75 16 27 31 42 53 67 73 16 22 35 41 54
76 17 21 32 43 54 65 74 17 23 36 42 55 61
11 26 34 42 57 65 73
27 35 43 51 66 74 12
36 44 52 67 75 13 21
45 53 61 76 14 22 37
54 62 77 15 23 31 46
63 71 16 24 32 47 55
72 17 25 33 41 56 64
n=£:-re a I I . f e l t é t e l l e l :
11 22 33 44 55 11 23 :55 42 54 11 24 32 45 53 11 25 34 43 52
23 31 42 53 14 24 31 43 55 12 23 31 44 52 15 22 31 45 54 13
34- 43 51 12 23 32 44 51 13 25 35 43 51 14 22 33 42 51 15 24
43 54 15 21 32 45 52 :14 21 33 42 55 13 21 34 44 53 12 21 35
52 13 24 35 41 53 13 22 34 41 54 12 25 33 41 55 14 23 32 41
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On a problem o f  orth ogon al L atin sq u a res .
The paper t r a n s la t e s  a problem concern ing the d esig n  o f  
telephone exchanges In to  the language o f  orthogonal L atin  
sq u ares. In  g e n e ra l, I n e q u a li t ie s  are deduced fo r  the  
problem, on th e  other hand a c o n str u c tio n  p r o c ess  i s  
g iv en  in  c e r ta in  s p e c ia l  c a se s  / i n  ca se  o f  prime o r d e r /.
— 4-1 —
P o linom felbontás H urw itz- éa an tlh u rw ltz  komponensre
Prey Tamás
Stoürők te r v e z é se  során merül f e l  a következő f e la d a t i  az
R ( p ) = p ‘"+ r ^ p *  +  r ^ kp~  V +  r „ p ' + r l p t  +г„ (I)
v a ló s  eg y ü tth a tó s  polinom ot (az r Q^  0 f e l t é t e l  m e lle tt )  
f e l  k e l l  bontani egy un. H urwitz-polinom  é s  egy un. an­
t i  hurw itz-polinom  sz o r z a tá r a . Az / 1 /  a l a t t i  egyen letn ek  
ugyanis a p. =  o(o + «ß° z é r u s h e l ly e l  e g y ü tt  a
pa -  o(0— iß0 i s  z é r u sh e ly e , h is z e n  R v a ló s  együ tt­
h a tó s , továbbá — p0— — — i^o és —po = —o(o+i^ .
i s  z é r u sh e ly e , h isz e n  R páros fü ggvén y . / 1 /  gyök ei t e ­
h á t négyes csop ortok at a lk otn ak . A n e g a t iv  v a ló s  részű  
gyökpárokhoz ta r to z ó  gyöktényezők sz o r z a tá t  nevezzük  
mármost az / l / - h e z  ta r to z ó  Hurwitz-p o lln o im a k , a p o z i­
t í v  v a ló s  részüekhez ta r to z ó  gyöktényezők sz o r z a tá t  v i ­
sz o n t a n t i  hurw itz-polinom nak. Amennyiben / l / - n e k  " t is z ­
ta"  im a g ln á rlu s z é r u sh e ly e i  i s  vannak, úgy ezek  -  a fen ­
t i e k  a lap ján  -  páros m ú lt ip li c i tá su  zéru a h e ly ek . I ly e n -
*
kor "m egfelezve" c s a to lju k  a gyöktényezőket a A(p) an- 
tih u rw itz -p o lin o m tó n y ező h ö z . H(p) k o n ju g á lt gyök p árja i­
hoz ta r to z ó  gyöktényezők sz o r z a ta i nem negativ együ tth a­
t ó s  másodfokú polinom oki Így H(p) i s  nem negativ e g y ü tt-  
« H(p) Murwitr ill.
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hatós* A(p) z é r u sh e ly e i v isz o n t - 1 —s z e r e s e i  H(p) 
m egfe le lő  z é r u sh e ly e in e k , é s  Így H é s  A páros fo k -  
számu ta g ja in a k  e g y ü tth a tó i megegyeznek A(p) m egfele­
lő  e g y ü tth a tó iv a l, a p á r a tla n  fokszámu tagok k o e f f i c i ­
e n se i  v is z o n t  egymás ( - 1 ) - s z e r e se i*  íg y
Minthogy p ed ig  H(p) A(p) * R(p) érv én y es , a z é r t  r0 = 0o 
ami in d ok o lja  az r Q^  0 f e l t é t e l t *
H(pJ i l l *  A(p) meghatározható -  numerikusán -  term észe­
te se n  R zó ru sh e ly e in ek  ism eretében i s ,  de az n na­
gyobb é r té k e in é l  ó r iá s i  numerikus munkát ig é n y e l ,  kü­
lön ösen , ha H-га  nagy p on tosságga l van szükségünk* 
E zért é r th e tő  az a tö r e k v é s , hogy R zéru sh e ly e in ek  
konkrét m eg á lla p ítá sa  n é lk ü l adjuk meg A i l l *  H 
a la k já t .  Uzsoky M. [ l ]  d o lg o zo tt k i  e lő s z ö r  egy ily e n  
i t e r á c ió s  módszert H k ö zv etlen  m eg á lla p ítá sá r a , amely 
azon a m eg fig y e lésen  a la p u l,  hogy H é s  A ö s s z e s z o r -  
zásakor a G ra e ffe -a lg o r itm u st h a jtju k  v ég re . H megha­
tározásak or teh á t ennek in v erzé t k e lle n e  v é g re h a jta n i;  
ennek k ö z e l í t é s e  tö r té n ik  Uzsoky a lgoritm u sa  s z e r in t .
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A módszer azonban v isz o n y la g  la s sa n  kon vergá l, különö­
se n , ha a gyöknégyesek k ö z e l azonos ab szo lú t értékűek  
é s  arcusuk i s  k ö ze l f e k s z ik ,  továbbá nagy pon tosságra  
van szükség* A New ton-R aphson-féle módszer e lé g  jó  kez­
dő k ö z e l i t é s  ism eretében k itü n ően  h aszn á lh ató , i ly e n n e l  
azonban r itk á n  rendelkezünk* A [2 ]-ben is m e r te te t t  mód­
sz e r  azonban i t t  i s  J ó l b e v á lik  a kezdő intervallum on*
J e lö ljö n  te h á t  P(p) egy o ly a n  4-n-edfoku p o lin om ot, 
amelynek fe lb o n tá sá t  ism erjük . R gyakran úgy van  
megadva, mint egy H^(p) H urw itz- é s  h ozzá tartozó  
A^(p) an tih u rw itz-p o lin om  szo rza ta  é s  egy Р-^(р) p e r -  
tu rb á ló  polinom  ö sszeg e}  ily en k o r  P v á la sz th a tó  a 
^  .  Ax s z o r z a t ta l  egyen lőn ek . Egyébként p ed ig  P (p ) - t  
v á la sz th a tju k  p l .  a H^Cp) » p2" + p2" *+.... + p +fr* 
é s  az A^(p) = p ^ -p 2* ' ± . . .- p + f r 7  polinom  sz o rz a ta k é n t. 
Mármost a
H(l,p) =P*+Q2nß ! f ' + Q 2J t )p2n~2 ±  ... + 02[l)pZ +0,ll)p +Q0[l) Ш
i l l .
Á(i ,p)=p2n-ChnJl)pb f‘ ±  + Ú1lt)p2- Q ili)p + úM) (5)
J e lö l é s s e l  le g y e n
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H(l,p) ° A i t ,p) = P(p)±2iÍR(p)  - P ( p ) )  te)
azaz
M - A +  H ^ — 2 ( R l p ) - W )  П)
ahol a / 7 /  d if f e r e n c iá le g y e n le t e t  a H (o,p) = Н^(р)
A(o,p) s  A^(p) v á la s z tá s  m e lle t t  а О ^ t  1 /2  szaka­
szon k e l l  numerikusán in t e g r á ln i ,  íg y  H( 1 /2 ,p ) i l l ,  
A (l/2*p) megadja R(p) n e v e z e tt  f e lb o n tá s á t .  J e lö ljü k  
a * ( t ) - v e l  a / 4 /  k o e f f ic ie n s e ib ő l  a lk o to t t  so r v e k to r t ,В
azaz
glé) = (o„JI, ОД   ,0,1t), Oft),0.(1) ) Í8)
Ekkor / 7 /  r é s z l e t e s  a la k ja
A  (O) =  А  Ф) , 0202 - ~ й ~  =  4  1 fü) • Л fp) (9)
ahol Д#(р) as (R(p) ~»F(p)) k o e f f ic ie n s e ib ő l  / 8 /  m intá­
jára a lk o t o t t  aórvek tor , A(a) p e d ig  a következő m átrix:
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Огл-( 1 0 0 0  ... . ...........  0 0
— Огл-з Огл-2 "Огл-» * 0  . . .  .. . . .  0 0
—  0 гп -5 Огл-4 -Огл-з Огл-г “ Ом-< ............ 0 0
- о , Ог - о . О, -Û 5 Ojn. 1
0 а - о , 0 2 -О э  . .. • Огл-з O in - l
0 О О О» - 0 ,  .. .. . . .  — Огв-5 Огл-u
0 0 0 0 0  ........... . .. 0 а
Minthogy azonban A“1 (§ ) k iszá m ítá sa , r e sp . az
A ( o ) - a q  =  &  (p) ■ A t
e g y e n le t  megoldása v á lto z ó  a m e lle t t  e lé g  sok nume­
r ik u s  munkát ig é n y e l, c é lsz e r ű e n  az a láb b i módon j á ­
runk e l :  / 9 /  numerikus in te g r á lá s á t  v á lto zó  lép ésk özü  
Runge-Kutta form ulával végezzük (különösen a já n lh a tó  i t t  
a [3j -ban szerep lő  harmadfokú, egypontos e l j á r á s ) ,  e ls ő  
lép ésb en  o lyan  h ib a k o r lá t ta l ,  hogy aQ( l / 2 )  r e l a t i v  
hib ája  1 % körül leg y en  (a  (1 /2 )  pontos ér ték e  ism ert; 
ÿr0 ) •  Az ig y  kapott H ( 7z , p )  -b ő i é s  A  ( 4 ,  P )
könnyen k o n stru á lh a tó . Ezután újra
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és  újra e lvégzőn k  egy numerikus in t e g r á lá s t ,  mindig a 
megelőző h ib a k o r lá t  1 %-ával* íg y  kapjuk rendre a
stb* k ö z e líté s e k e t*  E zt mind­
addig f o ly t a t j u k ,  amig az
Г|^)о('/:М+114М7о^)||
( 2 0 0 0 )
e g y e n lő tle n sé g  nem t e l j e s ü l*  A továbbiakban c é ls z e r ű  
az un* m ó d o síto tt N e w to n -ite r á c ió v a l f o ly t a t n i  az e l ­
já r á s t ,  minthogy A"* nehezen , P azonban könnyen szá ­
m ítható , é s  eg y -eg y  lé p é s  kb* 4  uj d e c im á lis  je g y e t  pon­
t o s í t  a m indegyik komponensében* A továbbiakban te h á t  
az
AQ " = AíkÍ (O Í ' / z Ü 'A  ( p ) ' - j  , (r=k+l, k+2,...) (в)
k é p le t  a la p já n  fo ly ta t ju k  az i t e r á c i ó t ,  mindaddig, amig 
a k íván t p o n to ssá g o t e l  nem érjük*
M egem lítjük, hogy A 3 /  különösen akkor haszn álható  e lő ­
nyösen, ha R gyöknégyesei k ö z e l fek szen ek , mert ekkor
R m eg k ö ze líté se  során egyre rosszab b u l k o n d lc i-
f a 5 - 1
o n á lt m átrixszá  v á l ik ,  é s  ig y  Av ' szám ítása  egyre  
nehezebb le s z *
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Decom position o f  polynom ials in to  Hurwitz and a n t i -  
Hurwitz com ponents.
The paper d e sc r ib es  such an a lgorith m  o f  the Newton- 
Raphson method transform ed in to  a d i f f e r e n t ia l  equ­
a tio n  system  w ith  th e  h e lp  o f  a continuous param eter  
which y ie ld s  d ir e c t ly  the decom position  o f  a s u ita b le  
polynom ial in to  Hurwitz and an ti-H urw itz  components.
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Еку b iz to n sá g o s  program fu ttatásra  vonatkozó minima­
l i z á l á s i  f e la d a tr ó l
P er g e l J ó z se f
Ha va lam ely  számológép működése nem t e l j e s e n  megbízha­
t ó ,  azaz időnként e lő fo r d u ló  v é l e t l e n  hibák e lr o n t já k  
a programot és h ibás eredményeket s z o lg á lta tn a k , f e l ­
merül a problém a, hogyan le h e t  b izton ságosab b á  te n n i  
a program h ib á tla n  l e f u t á s á t .  Erre egy ik  módszer a z ,  
hogy a program p i l la n a tn y i  á l la p o t a i t  id ő r ő l- id ő r e  k ü l­
ső  memórián (dobon, m ágnesszalagon) tá r o lju k  é s  ha é sz ­
r ev esszü k , hogy a gép h ib á z o t t ,  a le g u to ljá r a  t á r o l t  
á lla p o to t  v is sz ü k  be a gyorsmemóriákba, és in n en  f o ly ­
ta t ju k . A program b izon yos á lla p o ta ib a n  k o n tr o ll  le h e ­
tő sé g  á l l  rendelkezésünkre a h ib á zá s  e l le n ő r z é s é r e .  P l .  
ha a sz á m íto tt  adatok k ö zö tt ö ssz e fü g g é s  á l l  fe n n , e l l e n ­
ő r iz h e tjü k , hogy ez  az  ö ssz e fü g g é s  f e n n á l l - e  még vagy  
sem. Ha nem á l l  fen n , a gép h ib á z o t t .
Ilymódon f e l t e s s z ü k ,  hogy a program fu tá sa  j ó l  meghatá­
r o z o tt  r észek re  bom lik , melyeknek végén adódnak a k o n tr o l­
lá lh a tó  eredmények. F e lte s sz ü k , hogy az egyes r é sz ek  l e ­
f u t á s i  i d ő i  Ç i - v e l  j e l ö l t  v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k , fü g­
g e tle n e k  azonos F(x)  e lo s z lá s fü g g v é n n y e l.
A gép h ib á zá s  a i  ró 1 f e l t e s s z ü k ,  hogy egy A param éterű
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P o isso n  folyam at Í r ja  l e  őket« V agy is, egy -egy  h ib ázás  
egy p i l la n a t  a la t t  le já tsz ó d ó  fo lyam at, és k é t  egymást 
követó  h ib ázás közben e l t e l t  idők  fü g g e tle n  exponenciá­
l i s  e lo s z lá s ú  v a ló sz ín ű s é g i v á lto z ó k  Л p aram éterre l.
F e lte s s z ü k , hogy a h ibázások  nem v á lto z ta t já k  meg az  
egyes részek  l e f u t á s i  i d e j é t ,  csak  az eredm ényeket. Ha 
a program ir á n y itó  r é sz e  k i c s i  az  e g ész  program le fu tá ­
sához v is z o n y ítv a , akkor ez  a f e l t e v é s  nem j e l e n t  t ú l  
nagy m e g sz o r ítá s t ,
▲ k ü lső  memóriákhoz v a ló  fo rd u lá s  k o n tr o ll  szummázással 
t ö r t é n ik ,  ig y  f e l t é t e l e z h e t ő ,  hogy b iz to n sá g o s . Külső 
memóriába v a ló  k i v i t e l  e se té n  a gyorsm em óriarész b lo k -  
k o ló d lk , e z é r t  ez  id ő  a l a t t  meghibásodás nem tö r té n h e t .  
Ha a kontrollázummák nem egyeznek , az  á t v i t e l  megismét­
lő d ik  m indaddig, amíg e g y e z é st  nem kapunk, íg y  az á tv i ­
t e l i  id ő  egy v a ló s z ín ű s é g i v á l to z ó ,  melynek e l o s z l á s -  
fü ggvén yét G(x) j e l ö l j e ,  (F e lte s s z ü k , hogy a k i v i t e l i  
é s  a b e v i t e l i  id ö e lo s z lá s a  m eg e g y ez ik .)
▲ program k o n tr o llá lh a tó  r é sz e in e k  l e f u t á s i  i d ő i t  j e l ö l ­
je  ^ .^ 2,....... ........  • F e lte v é se in k  s z e r in t  к i ly e n
r é sz  le fu tá s a  után v i s z i  k i  a programot k ü lső  memóriába.
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Ennek e lé r é s é h e z  a gépnek nem szabad h ib ázn ia  egy
....... + hosszúságú idő a l a t t .  Amennyiben ez  nem
á l l  fen n , hanem a j - e d ik  r é sz  le f u t á s a  közben h ib á z o tt
a gép, e z t  a z  7 ,=  ......  + ^  időpontban vesszü k
é sz r e , é s  a z  e lő z ő le g  t á r o l t  program b e v i t e lé v e l  ú jra
kezdjük a { ..... t ^  hosszúságú  részek  f u t t a t á s á t .
A következő lép ésb en  kapjuk az 72  =  Ç( + +
majd a tb . v á lto z ó k a t . Ha  ^ az  a leg k iseb b  p o z i­
t í v  e g é sz  szám, m elyre a  ^ - e d ik  k í s é r le t n é l  a gép 
nem h ib á z o t t  a m eg fe le lő  + ......... +..............^  hosszú­
ságú id ő sza k a szo n , akkor ....... + 7 * ) l e s z  a
várható id ő  k é t -  a k ü lső  memóriába v a ló  á t v i t e l  k ö z ö tt .  
Ha most T j e l e n t i  az  ezu tán  k öv etk ező , s k ü lső  memó­
riába tö r té n ő  á t v i t e l i  id ő t ,  akkor fe lad atu n k at az  
—^  + • -  ^ f L L  =  д(|<) ^p|;ék m in im a lizá lá sá v a l
fogalm azzuk, ez u gyan is az eg y -eg y  szakaszra ju tó  á t la ­
gos l e f u t á s i  id ő . A dott P (x) é s  G (x), valam int X 
e se té n  hogyan k e l l  к é r té k é t  v á la s z ta n i  a f e n t i  vár­
ható é r té k  m in im alizá lására?  A f e l t é t e l e z é s e k  a lap ján
£(| .......( ( T fü g g e t le n e k , é s  a P o isson  folyam at
fü g g e t le n  a íj^ -k tő l.
A f e l t é t e l e s  várható ér ték  tu la jd o n sá g a  s z e r in t
M l r ) , + ........ t f t )  =  M i M Í T j ' t  + 7 , l ç „ ........ $ ,)) / 1/
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F oglalkozzunk té k á t M(r/ t+ + 7pI^,,.......) meghatá­
r o z á sá v a l, R ö g z íte tt  Ç1(...... ( e se té n  a s  7i"*<
fü g g e tle n e k , te h á t  alkalm azható a Wald formula,^Ennek  
a la p já n
Szám ítsuk k i M[f/i I ... , ) é r té k é t .  Legyen
annak a f e l t é t e l e s  v a ló sz ín ű s é g e , r ö g z í t e t t  
érték ek  m e l le t t ,  hogy
A / M  f„ ...,£,)■= +{»)/*♦...... *^ ,* ...+ 5Jp i< / 3 /
1 /  A Wald form ula a következő: ha uj«,........»Ып ••• fü g g e t­
le n ,  azonos e lo s z lá s ú  v a ló s z ín ű s é g i v á lto z ó k ,
M ( \ u - t \) < 00 ) továbbá a p o z i t ív  e g é sz é r t  ékeket f e l ­
vevő yU- v á lto z ó  o ly a n , hogy a / 1 = n esemény fü g g e t le n  
az C0n ( ó)n+l, v á l to z ó k tó l ,  és  M[/x )<co
akkor
M  fw, + ... t  óJyu) =  Mi/л)- M  M  
Lásd, Lehmann [1] /119* o l d , /
Я “  fc* - 4
Akkor
Továbbá, m ivel 1 -  j  < k -ra
/ V
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kapjuk
-.5. )=  f , í l - e 4>  (f,*^)(e4 ' - e >(5'* « )+ ........ 4-
- j . f t - e 4 ' +e vf' - e >,5',&' + - . . .
H l e ^ - e ^ V e ^ ’- i - ..... -*M +1 / 5 /
+ . . + 5 ( e >4,*",S|J- + - .... - e >lç,‘-  •M +e-k{.*~*M+f =
Határozzuk meg most ■ î«>
Annak v a ló s z ín ű s é g e , hogy r ö g z í t e t t  ...... ,
értékek  m e l le t t  egy a d o tt prób álk ozásn á l nem tö r té n ik  
hibázás a ( 4,+ . . .+ hosszúságú időszakaszban ,
legyen  ix • N yilván  Ы =* e  é s  innen
М Щ ..... , д = Х ^ - ы Г о С = ^ = е ^ ' ^
K = í ^
Tehát
M l y  - +  7,1 ■,<,,) = $ , e >(í’4 ",f“+... + f , e 4 */ 7/
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Képezzük most a várható é r té k e t .......s z e r in t
Ъ) - М ^ ' % М ^ Ь ..+Af( e^M‘) -  /8/
= М (ец Г  Mfte4) + ..+M(eífr« ífe ’í)+ . Щ е ц )
I t t  f e l  k e l l  tennünk, hogy
М1$ец ) = f x e * * d R x )  < oo /9/
A / 9 /  f e l t é t e l  m e l le t t  vezessü k  be a következő j e l ö l é ­
seket*
J X e * d F  60=a ;  f e * d R x ) = b  ; f x  dF(x) =  c
о о о
Ezen j e lö lé s e k  m e lle t t  / 8 / - г а  kapjuk
> к
/ 10/
a \b ~ \
Ha még az M/v) =  f  x dG(x) = d
A
( f e l t é t e l e z v e ,  hogy d < со)
û - ^ r + d
/ 11/
j e l ö l é s t  i s  b evezetjü k  
A M  -г а  nyerjük
/ 12/
/ 1 2 / —t  k e l l  te h á t m inim alizálnunk, ah o l k = l , 2 , . . .
Veze 
/ 12 /
ssük most be a d ~  ^  j e l ö l é s t ,  akkor
Í 6 - f )  * 0 0 “ + d<
/ 13/
alakba irh a tó*  T ekintsük  most a / 1 3 /  függvényt minden 
k >  0 e s e té n  A d e r iv á l t j a  к s z e r in t
i b - l f '  a b k( k / g b - D - d ,
P  / w
(b -1 )“1 a bk (k lg  b -1 )  d e r iv á lt ja :  k íb -l)*"1 bk ( l g b ) 2 > 0
minden k > 0 -r a *  Ha k=0 (14 ) szá m lá ló ja  n e g a t iv ,  
к “4  00 e s e té n  t a r t  oo -h e z , ig y  / 1 4 /  e g y e t le n  
к > O -ra l e s z  n u l la ,  ezen  h e ly  e l ő t t  n e g a t iv , utána po­
z i t í v .  F elad at te h á t  a
( b - i )  * o b k l k l g b - 1 ) - Gi * o /15/
e g y en le t  megoldása*
A t=k lg b ~ l h e l y e t t e s í t é s s e l  / 1 5 /  átmegy a
l e  = h  / 16/
a lak b a , ab o i h■= ~» e a term ésE etes logaritm us
alapszáma*
A /1 6 /  e g y e n le t  m egoldása lhj< - L -  azaz
d b - 1 <  2о / 1 7 /
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e se té n  a következő h atván ysorra l fejezhető k i  (vö .  P ó ly a -
Szegő )
00 n - l
í  = L  — h / 1 8 /
e > h > ~  e se té n  a / 1 6 /  e g y en le t  i t e r á c ió v a l  o ldh ató  meg.
A következő tá b lá z a t  néhány h érték re  ad ja  meg a meg­
f e l e l ő  t  é r té k e t .  A tá b lá z a t  URAL-2 t ip u su  számológép­
p e l  k é s z ü lt .
A / 1 6 /  eg y en le t sz e r e p e t j á t s z ik  az un. " r e ta r d á lt  d i f ­
fe r e n c iá le g y e n le t"  elm életben* 1 . ebből a szempontból* 
Arató M. [ l]  .
A következőkben még v iz s g á lju k  meg, hogyan le h e t  köze­
l i t ő  form ulákat kapni a problém ára. E lőször nézzük meg, 
hogy k is  d  e se té n  m ilyen  A értékekre k e l l  minden 
program rész után k ü lső  memóriához fo r d u ln i. N yilván  az
a ( l + b l l o g b - 1 ) )  ^  j  
---- b ^ l  ^ a  П 9 /
eg y en lő tlen ség n ek  k e l l  t e l j e s ü l n i .  Kis d e s e té n  k is  A 
v á rh a tó , és ebben az e se tb en  érvényesek  a következő  
formulák*
o - f x  e ’d F b t ) ~ Í x ( 1 + áx) dFíx)  * = c + ) . ( c ‘+ <зг)  / 2 0 /
о  0
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ahol G a z  F (x) e lo sz lá sfü g g v én y ü  va l„  v á lto z ó  szó ­
rása
6 = /e XxdF(x)~/b+Ax)c/Fíx) = 1+cÁ / 21/
О  о
/ 1 9 /  te h á t  a következő a la k o t v e s z i  f e l
(c + A íc2+ 62jJ A C ^ d  / 2 2 /
/ 2 2 /  b a lo ld a la  A > 0  -r a  monoton növekvő, teh á t / 2 2 /  ek­
v iv a le n s  a
e g y e n lő t le n sé g g e l.
C
гР Т е1
/ 2 5 /
T e k in te t te l  a rra , hogy k is  d -k et tek in tü n k , / 2 3 /  b a lo l  
dala k ö z e l í t ő le g  egyen lő  -jjrr - t e l ,  A
Ac / 2 4 /
e g y e n lő tle n sé g e t  kapjuk, Látjuk t e h á t ,  hogy / 2 4 /  v á lto z a t ­
la n , ha A, C,űf , úgy v á lto zn a k , hogy AC és  
v á lto z a t la n i  a probléma ezen  tu la jd o n sá g a  sz e m lé le te se n  
i s  könnyen lá th a tó .
Foglalkozzunk még к m eghatározásával k is  A é s  d ér ­
tékek m e l l e t t .  Ekkor a /1 6 /  eg y en le tb en  sz er ep lő  h -ra
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h™  g  d Д — s / 2 5 /
Legyen À = —1 + 7  akkor /1 6 /  a következő a lakú  le s z
függvénye. Egyébként a z t  lá tju k  / 2 8 / - b ó l f hogy к ará­
nyos a gép k ét m eghibásodási id őp on tja  k ö z t i  á t la g o s  idő  
n égyzetgyök ével.
Nehezebb problémának lá t s z ik  k ö z e l i t ő  form ulákat t a l á ln i ,  
ha d é s  /  nem k ic s ik  c -h ez  k é p e s t .
További v iz s g á la t  tá rg y á t képezhetné az  az e s e t ,  amikor 
a hiba az egyes [  ^ l e f u t á s i  id ő k et i s  m egvá ltozta th a t­
j a .  Az az e s e t ,  amikor a h iba a  ^ ^ -k et csak r ö v id í t h e t i ,  
nem érdemel külön f ig y e lm e t . Az az e s e t ,  amikor egy hiba  
a Ç i -k e t  nagyon m egnyujthatja , érdekes l e h e t ,  mert p l .
/ 2 6 /
ff
k iu tán  7  k ic s in y ,  alkalm azható az в  ~  7 + 7  form ula, 
amit /2 6 / - г а  alkalm azva kapjuk
7 ~  í d  Á / 2 7 /
te h á t
/2 8 /
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olyan  problémák i s  fe lv e tő d h e tn e k , hogy mennyi maximál!a 
id ő t  szabad egy-egy részn ek  f u t n i .  Érdekes fe la d a th o z  
v e ze th e t az  az e s e t  i s ,  ami kor k ü lső  memóriához va ló  
ford u lás e se té n  i s  h ib ázh at a gép»
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T áblázat é é - h m egoldására különböző h érték ek re
(— e f< h < 0  )
-1*00000 -.7 9 5 5 9 -.7 0 8 5 9 -.6 4 7 4 9 -.5 9 8 0 9
-.5 5 5 9 9 -.5 1 8 9 9 -.4 8 5 7 9 -.4 5 5 4 9 -.4 2 7 6 9
- .4 0 1 7 9 -.5 7 7 5 9 -.5 5 4 8 9 - .5 5 5 5 9 -.5 1 2 8 9
-.2 9 5 4 9 -.2 7 4 8 9 -.2 5 7 1 9 -.2 4 0 0 9 - .2 2 3 6 9
-•20789 -.1 9 2 5 9 -.1 7 7 7 9 - .1 6 5 4 9 -.1 4 9 5 9
-.1 5 6 1 9 -.1 2 5 0 9 -.1 1 0 5 9 -.0 9 7 9 9 -.0 8 5 8 9
-.0 7 4 0 9
- .0 1 9 1 9
-.0 6 2 5 9
-.0 0 8 8 9
-.0 5 1 5 9 - .0 4 0 5 9 -.02969
A tá b lá za tb a n  h oz e * < h <  1 in tervallum ban 0 ,0 1  
lé p é sk ö z z e l h a la d , a z  1 é  h < Ю intervallum ban  
0 ,1  lép ésk ö z ze l*
60
Táblázat i  e* =h шеко1с1Аз&га különböző h érték ek re
(0 < h : i )
.00120 .01100 .02070 .03020 .03960 .04870
.05770 .06660 .07530 .08380 .09230 .10050
.10870 .11670 .12460 .13240 .14010 .14770
.15510 .16250 .16980 .17690 .18400 .19100
.19790 .20470 .21140 .21810 .22460 .23110
.25750 .24390 .25010 .25630 .26240 .26850
.27450 .28040 .28630 . 2 9 2 1 0 .29790 .30360
.30920 .31480 .32030 .32580 .33120 .33660
.34190 .34710 .35240 .35750 .36270 .36780
.37280 .37780 .38270 .38770 .З 9 2 5 О .39740
.40210 .40690 .41160 .41630 .42090 .42550
.43010 .43460 .43910 .44360 .44800 .45240
.45680 .46110 .46540 .46970 .47390 .47810
.48230 .48650 .49060 . 4 9 4 7 0 .49870 .50280
.50680 .51080 .51470 .51870 .52260 .52650
.53030 .53410 .53800 .54170 . 5 4 5 5 0 . 5 4 9 2 0
.55300 .55670 .56030 .56400
1 * h. £  10
.56760 . 6 О2 7 О .63600 .66750 .69760 .72620
.75360 .77990 .80520 .82950 .85290 .87550
.89740 .91850 .93900 .95890 .97810 .99690
1.01510 I . 0 3 2 9 0 I.O 5 OIO 1,06700 1.08340 I . 0 9 9 5 0
1,11520 I . 1 3 0 5 0 1 . 1 4 5 5 c 1,16020 I . I 7 4 5 O 1.18860
1.20240 I . 2 1 5 9 O I . 2 2 9 0 9 1.24209 1.25489 1.26739
1.27969 I . 2 9 1 7 9 1 .30369 1 .З 1 5 З9 1 .32689 1.33819
I . 3 4 9 2 9 1.36029 I . 3 7 1 0 9 1.38169 I . 3 9 2 1 9 1.40249
1.41269 1.42269 I . 4 3 2 5 9 1.44229 1.45189 1.46139
I . 4 7 0 7 9 1.47999 1 .48909 1 .49809 1.50699 I . 5 1 5 7 9
1.52449 1.53509 1.5+149 1.54989 1.55819 1.56639
I . 5 7 4 4 9 1*58249 1 .59039 1.59819 1.60589 1.61359
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1.62119 1.62869 1 .65609 1.64349 1 .65069 1.65799
1.66509 1.67209 1 .67909 1.68609 1.69289 1.69969
1.70649 1.71519 1 .71979 1.72629 1.75279 1.75929
Irodalom:
[1] E .L .Lehmann: T e stin g  S t a t i s t i c a l  H ypotheses. New York
John .W iley , 1959*
[2] Pólya Gy.-S zegő  G.» Aufgaben und L eh rsätze  aus der
A n a ly s is  I - I I . ,  S p rin g er , B e r l in ,  1925»
[3] Arató M.: M egjegyzések a "k ésés-fü ggvén n yel"  kap­
c so la tb a n . MTA Mat .E u t. I n t .  Közleményei I«
/ 1956/  217-221.
S u m m a r ys s 3 s = s 3 8 s s s s s a
About a m in im ization  problem fo r  running a program s a fe ly .
In  t h i s  a r t i c l e  we co n sid er  th e  fo llo w in g  problem o f  
com putation, Random e r r o rs  may d istu rb  th e  com putation  
and we g e t  d e fe c t iv e  r e s u l t  but i t  i s  supposed th a t  we 
can co n tro l th e  r e s u l t s  and repeat th e  com putation . I f  
we want to  get a method to  improve from tim e t o  tim e the  
d e fe c t iv e  r e s u lt  we must send th e  whole program to  a drum 
or to  a m agnetic ta p e . I t  i s  supposed th a t  we send th e  
program t o  th e  tap e a f t e r  к co rrec t r e s u l t s  which req u ires
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t im e , and we b eg in  th e  computation from th e  l a s t  p o s it io n  
on the drum i f  we have a f a l s e  r e s u l t .  Let us denote (  i  
th e  time betw een two c o r r e c t  r e s u lt s  (th e  Ç ^ -s  are  
independent random v a r ia b le s  w ith  th e  same d is tr ib u t io n  
fu n ction )*  We minimize th e  expected  v a lu e
M ( +  ....... + Ъ  * 7  )
к
where 7, - ( S)i< к J 7, =  ,^+
i * e .  i s  th e  l a s t  attem pt to  get к r ig h t  r e s u lt s *
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Néhány újabb s t a b i l i t á s e lm é le t i  eredm ényről 
/Aizerman egy se j té s é n e k  b iz o n y í t á s a . /
Prey Tamás
l . § .  B evezetés
A modern szab á lyozástech n ik a  nagy je le n tő sé g ű v é  t e t t e  a 
d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d sz e r e k  m ego ld ása iva l k a p cso la to s , 
Ljapunov-értelem ben v e t t  s t a b i l i t á s - v iz s g á la t o k a t .  A gya­
k o r la t i  alkalm azások szem pontjából kü lönösen  fontosnak  
lá tsza n a k  Ajzerman v iz s g á la t a i ,  ak i e lő s z ö r  fo g la lk o z o t t  
olyan  szabályozókörök s t a b i l i t á s á v a l ,  amelyek je lfo g ó k a t ,  
i l l .  d iódás kap cso lóelem eket i s  tarta lm azn ak . A probléma 
döntő je len tőségű n ek  mondható a n em lin eá r is  elem eket i s  
tarta lm azó szabályozókörök á lta lá n o s  e lm é le te  szem pontjá­
b ó l ,  mert a n em lin eá r is  elemek k a r a k te r is z t ik á i  tö r tv o n a l­
l a l  j ó l  approxim álhatók, ez  utóbbiak p ed ig  o lyan  elem ekkel 
r e a liz á lh a tó k , am elyeket kapcsolóelem ekből és l in e á r i s  
k a r a k te r is z t ik á jú  elem ekből ép íthetünk  f e l .  A le g e g y sz e ­
rűbb stru k tú rájú  — e g y e t le n  k a p cso ló e lem et, r e sp . nem li­
n e á r is  elem et i s  tarta lm azó  -  szabályozóköröket Ajzerman 
az a láb b i stru k tú rá jú  d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d s z e r r e l  i r ­
t a  le s
/ 1/
( i-2.3. .........n)
Az ffxj függvén yrő l A overman f e l t e t t e ,  hogy k é t l in e á r is  
függvénnyel и b eh a tá ro lh a tó " , azaz k i e l é g í t  egy
O1K -  f í * J -  / 2 /
t ip u su  e g y e n lő t le n sé g e t  g e m e lle tt  a L ip e c h i t » - f e l t é t e l t  
i s  / u n i ó i t á s / ,  végü l a z t  i s ,  hogy az
П #
X , = Z % X j  + O X k ; X2 = Z a / X j  ( i - 2 . / 3 /
j-i
d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d s z e r  x= 5  m egoldása aaszim pto- 
t ik u sa n  s t a b i l i s  t —‘ e s e t é n,  hacsak Q £ ( A , , A t) 
é s  [Oi.Ot] C í Á<, А») i s  t e l j e s ü l ,  /L , p l ,  [ l]  , /  Ajzerman 
mármost úgy v é l t e ,  hogy a t e t t  f e l t e v é s e k  m e l le t t  az / 1 /  
a l a t t i  ren d szer  x = £  megoldása i s  a ssz im p to tlk u san  
s t a b i l i s ,  e s e j t é s t  azonban csak n=2 e s e té n  tu d ta  ig a ­
z o ln i .
Az alábbiakban mi á lta lá n o s  s t a b i l i t á s e lm é le t i  eredménye­
k e t  ism ertetü n k , am elyek révén , a sok k ap cso lóelem et és  
n em lin eár is  részren d szerek et i s  tarta lm azó  sz a b á ly оzókörök 
s t a b i l i t á s á r a  tudunk k ö v e tk e z te tn i. Az Ajzerman á l t a l  
s e j t e t t  t é t e l  ig a z o lá s a  -  az e r e d e t in é l  sok k a l á lta lá n o ­
sabb fogalma zásban -  a z  ig a z o lt  t é t e l e k  a la p já n  könnyen 
adódik.
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A 2 . §«ban a k i tű z ö t t  programnak m eg fe le lő en  a p e r tu rb á lt  
l in e á r i s  rendszerek  s t a b i l i t á s á v a l  fog la lk ozu n k . Az Így  
adódó eredmények a lap ján  Cesari egy s t a b i l i t á s e lm é le t i  t é ­
t e l é t  (1 . p l .  [2] , [3] , i l l .  [4] , i l l .  ennek B ih a r i á l t a l  
a d o tt á l t a lá n o s í t á s á t ) i s  lén yegesen  é l e s í t e n i  fo g ju k . A
3 . §-ban o lyan  l in e á r i s  ren d szerek k el fog la lk ozu n k , amelyek­
n é l az együ tth ató  m átrixok szakaszonként állandók; az adódó
t é t e l  több k orro lláriu m át ism e r te tjü k . Végül a 4 . §-ban
»
-  lén yegesen  á l t a lá n o s í t o t t  formában -  b e b izo n y ítju k  A jzer -  
man s e j t é s é t ,
2 .§ .  P er tu rb á lt l i n e á r i s , i l l ,  majdnem l in e á r i s  rend­
szerek  s t a b i l i t á s a .
Jónéhány eredmény ism eretes  az
X = [ A M + B f t ) ] x  / V
l in e á r i s  ren dszer m egoldásainak a ssz im p to tik u s v is e lk e d é ­
s é r ő l ,  ha az
Ц - A U )  У / Ы
l in e á r i s  ren dszer m egoldásai ism e re te k , é s  vagy m ajorál­
hatók és m inorálhatók i s  egy-egy e x p o n e n c iá lis  függvény­
n y e l ,  vagypedig //^ f t r  [A("t))d l > —со érvén yes. Az a láb ­
biakban egy o lyan  t é t e l t  igazo lu n k , amelyben a / 4 /  é s / 5 /
66
ren d szer  m egoldásainak a ssz im p to tik u s ö ssz e h a so n lítá sa  
során csak  azt te s sz ü k  f e l ,  hogy A és Б minden véges  
in terva llu m on  in te g r á lh a tó k ,
1 , t é t e l .  Az / 5 /  e g y e n le t  egy a la p ren d szerét V(í) - v e i ,  
/4/**ét p e d ig  Х.Ш - v e i  j e l ö l v e ,  érvényes a k é t alaprend­
sz er  a ssz im p to tik u s v is e lk e d é s é t  je llem ző
I x ' f t l ^ - g h / l ß M I d T  -e x p /|g (T ) |d T  / 6 /
to io
i l l .
I Y l t ) X t ö - E h f l& V f íü T  ■ exp/lB (T )|ldr / 7 /
to tt
r e l á c i ó ,  ha Yfto) t e l j e s ü l ,  a h o l Ц, íf olyan
-  egyébként t e t s z ő le g e s  -  mátrixnormát j e l ö l ,  amely inva­
r iá n s a h ason lóság i tra n sz fo rm á c ió ra . Ha e m e lle t t  0»
jilß(T)||cf7 < со i s  t e l j e s ü l ,  akkor minden V(é) -h ez
*° to)
t a lá lh a tó  olyan X U) a lap ren d szer  i s ,  hogy
I x “  W VItí-El* 2 IIFI-fl B(T) II d T  / 8 /
" = ~  t ~
i l l .
| y ’« ) x Mw - £ N 2 -lE llfiie (r)ii d r  / 9 /
“  t
i s  t e l j e s ü l ,  ha t  már e lé g  nagy.
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B iz o n y ítá s í T ekintsük a / 4 /  egyen le tn ek  m eg fe le lő
X =  /1 0 /
m á tr ix e g y e n le te t . Ekkor (1 0 ) -e t  sz u k ce ssz ív  approxim áció­
v a l  és az X^o)=  Y (Ü  k e z d e t i  f e l t é t e l l e l ,  az
X„„ Ш  =  Yffl + /  YM  Y Vf) cff / 1 1 /
i t e r á c ió s  so ro za t révén le h e t  -  m int az jó lism e r t -  megol­
d a n i. T ekintsük  teh á t a következő tran szform áció t:
T ( y h  У (éí + j Yft)y"f{ ) g t y  U t y  d f  / 1 2 /
í0
é s  a minden v ég es in tervallum on in te g r á lh a tó  n -d im enziós  
kvadratikus m átrixok teréb en  vezessü k  be az a láb b i p szeud o-  
tá v o lsá g o t  / 1 .  p l .  [5] / :
s ( y , V h l l Y " ( f i í y W - y / i ) } l
ah o l I I t e t s z ő l e g e s ,  o lyan  mátrixnormát j e l ö l ,  amely 
e g y ré sz t a h a so n ló sá g i tran szform ációra  in v a r iá n s , m ásrészt 
a II C 01 — llCíl'IIDfl r e lá c ió t  i s  k i e l é g í t i .  E m elle tt
n y ilv á n  § S L , továbbá §i — a z t j e l e n t i ,  hogy
majdnem m indenütt érvén yes.
Ilymódon t
=  I I /  У I  *
*  / ( I Y ‘( f ) S f f ) Y í f ) |.?(u,\/)di;=JlB({ïï?(U.V)df
U io
/ 1 5 /
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ha f 4  • Alkalmazhatjuk te h á t  az [5] d o lgozat l . f 2 , ,  
i l l .  5 . t é t e l é t ,  a PQ = 0 ,
Q ?  = J  1 8(Ç) II ? ( f )  c /f
továbbá a v= td0, S*" 0 , a . =
/ 1 6 /
v á la s z t á s s a l .  Ekkor
- T i  |f Y 7 íJ • (  VW + /  УН) У  7f) ö íf )  Y ffJd f -Y ffJ}  1 =
= |/у > ) |( ? ) р ^ н / | |В ({ )1 ^
/ 1 7 /
E m ellett 6 .  a
5 , - T  + Í I B f t ) l <5 j { ) d f  / W
e g y e n le te t  e l é g i t i  k i  é s  ig y  a Bellman-lemma a lap ján
^ " ^0= 5 , á T e x p J l B ( 0 d [  ^ p B ( ( ) l l d f  e x p f l B í t f ű d f  /19/
Az [5] d o lg o z a t 2 . t é t e l e  a la p já n  ilymódon T(U) -nak  
e g y e tle n  f ix p o n tja  van , amely / 1 2 /  a lapján  k i e l é g í t i  az
X - ( A + B ) X  ; £ U o ) = Y ( U
k e z d e t i - é r té k fe la d a to t , továbbá a 3 . t é t e l  s z e r in t
§(X, Y )= sK o .h lY " W [X (fh Y a )} ll *  ь , - 6 . / 20/
azaz / 1 9 /  é s  /2 0 /  a la p já n  té te lü n k  / 7 /  a l a t t i  á l l í t á s a  
valóban t e l j e s ü l .
Ha mármost J ÍB ty lld f  <  00 <. “ i s  t e l j e s ü l ,  akkor -  amint
ez  / 7 / - b ö l  le o lv a sh a tó  -  t Q, - t  e lé g  nagyra v á la s z tv a ,
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lim II Y X -  £  Il t e t s z ő le g e s e »  k ic s iv é  te h e tő ;  ha t e -
i  -*00
h át ii< b  -ban nem az УМ re lá c ió n a k  meg­
f e l e l ő  a lap ren dszei'bő l indulunk k i ,  hanem olyan  X U) -  
b ő i ,  amelyre ezen e lé g  nagy t Q-n á l  t e l j e s ü l  az
XM({t)== Y(U  eg y en lő ség , akkor erre Il Y É  ~K И
v/(°)
t e t s z ő le g e s e n  k i c s i .  M egfele lő  X_ a lap ren d szerre  b iz to ­
s íth a tó  te h á t  a limilY X — £ U = 0 r e lá c ió  i s .  Ezen .Y"1t -*oo 2= =r — —
a lap ren d szer  és V * szo rza ta  -  a szerep lő  improp- 
r iu s  in t e g r á l  / 2 0 /  s z e r in t i  kon vergen ciá ja  m iatt -  k i e lé ­
g í t i  az
m
f i n
Y ( t ) № i -  E - j f W B Q f t y_  =  =ж t =.
= í - [ {  f v s w y dí
/ 2 1 /
relációt, és igy
i r M - E t ^ f l B y i - L ' Y l v f í p l d S
<  2l£ll f l E l p l á f
hacsak t már elég nagy, hiszen ekkor lim ||Y X  ~£ll'm0 
és igy elég nagy t-re |J У X || 2.2ЦЕЦ
/ 22/
wío)
{■*00
E zzel té te lü n k  / 9 /  a l a t t i  á l l i t á s á t  i s  ig a z o ltu k , A másik 
k ét r e lá c ió  egyszerű  s z e r e p c s e r é v e l , t i ,  az 4+B=Ç» 
j e lö lé s e k  b e v e ze té se  révén azonnal adódik.
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2 .  t é t e l .  T ek in tsük  n ő st az  e lő z ő  t é t e l  f e l t é t e l e i  m e l le t t  
az
№  -  AU)* * b ú i  m  / 2 J /
d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  a h o l fix) o lyan , x-ben  f o ly t o ­
nos és И X H >0 -r a  L ip s c h it z - f  é l t  é t e l t  k ie lé g í t ő  függvény, 
amelyre <p(b)-0 t továbbá a sz igorú an  monoton, fo ly to n o s
é s  konkáv - v e i ,  am elyre l é t e z i k
é s  v é g e s , k i e l é g í t i  az
Ui)  * n v o x I l f M U
llx«<* “ /2 4 /
r e lá c ió t .  E zesetb en  az X(U)=Y(U r e lá c ió t  k i e l é g í ­
t ő  a lap ren d szere  a / 2 3 /  eg y en le tn ek  k i e l é g í t i  az
lY l/I X U l-E l  ^  S '{ ô ( / |B (ç ) l lc /f ) + / | / 2 5 /
r e lá c ió t ,  a h o l
2 ( u ) - f f -шЦГ / 2 6 /
Í2 ív) p e d ig  Q(u)  in v e r z e .
Ha Jll B($) Íldf <  &> 
a la p ren d szer , amelyre
, akkor l é t e z i k  olyan  X (é)
| Y " í í ) x 1 ( ) - £ l l - o  , / »  t 00 / 2 7 /
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1 t é t e l  o iz o n y itá sa  az e lő ző  t é t e l  gondolatm enetét köve­
t i ,  csak az [5] d o lgozat i** 2** ill. 3"* t é t e l é t ,  i l l ,
a B el Imann-lemma B ih a r i- f é le  á l t a lá n o s í t á s á t  / 1 ,  p l*  [6] 
i l l ,  [7] /  k e l l  fe lh aszn á ln u n k ,
A kap ott eredményt a C e sa r i- fó le  a ssz im p to tik u s t é t e l ,  
i l l ,  annak B ih a r i- f é le  á l t a lá n o s í t á s a ,  é le s í t é s é r e  hasz­
n á lju k  / 1 ,  p l ,  [4] i l l ,  [6] / ;  az  egyszerű ség  k ed véért a
[4] -b en  sz e r e p lő  j e lö lé s e k e t  h a szn á lju k . T ekintsük te h á t  
a
i  -  + V( i ) )z  + R(é) f ( z )  / 2 8 /
d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  ahol V Jl)-*^  , ha i
továbbá V or(liv(i)li) < 00 és j 8 R(f) IIdf < cn
Uo.oo) <o “
t e l j e s ü l .  J e lö ljü k  az A m átrix s a j á t é r t é k e it  - v a l ,
az  A+V(t) m átrix  m eg fe le lő  s a j á t é r t é k e it  p ed ig  AkU) - v e i  
k = l , 2 , . . . , n t  a sa já té r té k e k  nem szükségkép eg y sze re se k ,
3 , t é t e l ,  A t e t t  f e l t e v é s e k  m e lle t t  minden к-h oz  t a l á l ­
ható o lyan  Zjj. m egoldása a / 2 8 /  eg y en le tn ek , hogy
lim zJL) e u = Sk / 2 9 /i —»00
ah o l , azaz Sk az  A-nak -h oz
ta r to z ó  sa já tv e k to r a . Ha töb b szörös sa já té r té k e
u) (i) ,
A-nak, akkor s k ( 5k ... s tb , j e l ö l j é k  a m eg fe le lő  
m ásod-, harmad-, s tb ,  fő v ek to ro k a t. T a lá lh ató  ekkor min-
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den szóba jö v ő  i -h e z  o lyan  z k megoldás i s ,  hogy
l i m - L i a  exp (- / X™ (Çd f ) - s“1 J“  0 /зо/
* ~*-оо £ <,
»
t e l j e s ü l .
B iz o n y ítá s :  Alapgondolatában k öveth etjü k  a C e s a r i- t é t e l  
[4 ] -b en , i l l .  á lta lá n o s ítá sá n a k  [7] -ben  ta lá lh a tó  b iz o n y í­
t á s á t .  Lényeges e l t é r é s  e g y fe lő l  a z , hogy az 1 . t é t e l r e  
támaszkodva e lhagyhatjuk  az A s a já t  érték e ln ek  eg y szeres  
v o ltá v a l  k a p cso la to s k ik ö t é s t ,  hasonlókép az A+V(t )-nek a 
t - t ő l  fü ggő  s a já té r té k e iv e l  k a p cso la to s  m egkötéseket; 
e z é r t  a z  A+V(t) tran szform ációb an  szerep lő  S ( t )  m átrix  
k o r lá to s  v a r iá c ió  ju  v o l t á t  i s  [4 ] - t ő i  e lté r ő e n  k e l l  kimu­
tatnu nk . A V(t )  -4- О f e l t é t e l b ő l  k ö v e tk ez ik , hogy 4  
e g y sze re s  sa já té r té k e ih e z  egyértelm űen hozzá le h e t  ren­
d e ln i t  e lé g  nagy é r té k e in é l  4 + V (t) ugyancsak egysze­
res  s a j á t é r t é k e i t ,  amelyek t —* 00 e se té n  4 m egfele­
lő  s a j á t é r t ékeihez konvergálnak. A töb b szörös s a já tó r t é -  
k eih ez  v is z o n t  még akkor i s  csak egy sa já tv e k to r t  és meg­
f e l e lő  számú f ő v e k to r t  rendelünk hozzá, ha a szóbanforgó  
s a j á t é r t é k  A m in im ál polinom jában eg y szeres  m u l t ip l i c i -  
tá s u , m ert A + V (t X ainim álpolinom jában t - t ő l  függően  
v á l to z h a t  a m eg fe le lő  e a já té r té k  m u lt ip l ic i t á s a ,  ső t t - t ő l
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függően hasadhat s z é t ,  i l l .  olvadhat ö ssze  a m eg fe le lő  
sa já té r te k c so p o r t . Bzért 4  -nak az / - s z e r e s  m n lt ip l ic i tá s u  
Aj s a já t  é r t  ékéhez a tran szform ációs részm átrixo t úgy ren -
-r-tp A -ríj)''
d e ljü k  hozzá, hogy a 1  Л  -I m átrixnak megfe­
l e l ő  / -d im enziós b lok k , A^J stru k tú rá ja
Ay 0 0 ........ "
\ A, 0 ........
. 0 0 . f Aj.
alakú  le g y e n , fü g g e tle n ü l a t t ó l ,  hogy Aj kányszoros 
m u lt ip l ic i t á s u  4  minimálpo linóm  jában. U gyanilyen a lak ­
ban á l l í t j u k  e lő  t  va lam ilyen  e lé g  nagy, r ö g z í t e t t  t Q 
é r té k é n é l A + V( t )  t r a n s z fоrm áltjá t i s ,  j ó l le h e t  a meg­
f e l e l ő  +V(t))sljl I dim enziós h ip erb lo k k ja ,
A  M melynek stru k tú rá ja  e s z e r in t
Aj°W 0 0 0 .......
f a“<ü) 0 0
О 1 Áj(í)_
e s e t l e g  csupa különböző s a já té r té k e t  ta rta lm a z . Minden­
e s e tr e  m eg fe le lő  m egválasztása  e se té n  b i z t o s í t ­
h a tó , hogy 7 ( t  ) minden fo ly to n o s s á g i pontjában  
i s ,  AjV) i s  fo ly to n o s  le g y e n , továbbá a Víé) -+• 0  
f e l t é t e l  m iatt T ^  é s  Aj lt) —+■ Aj
-  ?4 -
I s  t e l j e s ü ljö n »  A transzform áció  v é g re h a jtá sa  e se té n  -  a s  
5® ft) *2ftJ “  X Ш v á lto z ó t  b evezetve  -  d ifferen c iá l™  
egyenletünk az
X ^ A f t )  X + | r “ S”<X +
/ 5 1 /
+  sítí w o  s :'n) Щ ' чу
egyen letb e  megy á t .  1  továbbiakban e lső so rb a n  a z z a l k e l l  
fog la lk ozn u n k , hogy hogyan le h e t  S ( t ) - t  V ( t )  szak ad ási 
pon tja ib an  egyértelm űen d e f in iá ln i ,  továbbá I - 3 M  - t  
l l - f l  - v e i ,  r e s p . Var (|sft) í) ~ t  Var Í1VWII) - v e i  be­
c s ü ln i .
Ezekre a kérd ések re а [в] dolgozatban  sz e r e p lő  p er tu rb é-  
c ió s  t é t e l e k  a la p já n  le h e t  v á la s z o ln i .  A V( t )  —* 0 r e ­
lá c ió  k övetk eztéb en  ugyanis t a lá lh a tó  o lyan  t Q, hogy [ö]
1 . t é t e l e ,  i l l .  annak a 4 .  pontban töb b szörös s a já t é r t é ­
kekre vonatkozó á lta lá n o s ítá s a  a lkalm azható , azaz t-^> t Q 
és t Q e se tb e n  A + V( t2 ) s a já té r té k e i  é s  s a já t  -
i l l .  fő v e k to r a i p er tu rb á c ió v a l A -b ó l i s ,  A ♦ V C t-^-ből 
i s  s z á r m z ta th a tó k . íg y  S ( t  ) e lem ei -  épp e p er tu rb á c ió s  
t é t e l e k  a la p já n  -  V( t )  u g r á sh e ly e in  i s  egyértelm űen f o l y -  
ta th a tó a k . E m e lle tt  az id é z e t t  t é t e l e k  s z e r in t  t  > t 0
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e se tb en  érvényes a
Vbríljffll)*^  V a r i t  mi)
i l l .  a
V a r i n f u l h r ^ V a r d m )
r e lá c ió  i s ,  ah o l -  ha t Q már e lé g  nagy -
0 < 9 = qdo) =9 ( a g  IIVWI) < í 
0 <  9« =  9J Ü - 9 ,  ( s o g  II V W I I )  <  1
t e l j e s ü l .
Minthogy e m e lle t t  t Q e lé g  nagy ér ték ére  | /s^)ll— 2 j / j l  
és  IÍJ Wll — 2 II T У i s  é rv én y es , a zér t / 3 1 /  jobb ol­
dalának második tag jáb an  x e g y ü tth a tó ja  k i e l é g í t i  az
1 . t é t e l  f e l t é t e l e i t .
Hasonlókép / 3 1 /  jobboldalának harmadik tagjában  f  
e g y ü tth a tó ja  i s  k i e l é g í t i  a 2 .  t é t e l  f e l t é t e l e i t ,  hogy 
i t t  f  argumentumában x h e ly e t t  ^Шх. s z e r e p e l ,  az  
nem g á t o l ja  a 2 . t é t e l  alkaIm azhatóságát -  amint e z t  B ih ari 
[7] -b en  ig a z o l t a .  Alkalm azhatjuk te h á t  az 1 . i l l .  a 2 . t é ­
t e l t .  Ilymódon A eg y szeres  s a já té r tó k e iv e l  kap cso la tb an  
a /2 9 /  r e lá c ió  k ö z v e tle n ü l adódik . A /3 0 /  r e lá c ió t  i l l e t ő -
/ 3 2 /
/3 3 /
/ 3 V
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en meg k e l l  gondolnunk, hogy az 1 . t é t e l  alkalm azása  
szem pontjából a la p u l v á la s z t o t t .
ц - Л Ш у
d if fe r e n c iá le g y e n le t  m eg fe le lő  megoldásában a s z e r in t  
sz er ep e l az expj^f ( )^ c/Ç J alakú tagok ( r = l , 2 , . . .  , i  )
lin eárk om b in áció ja , i l l *  i ly e n e k  és t-*nek i - n é l  nem na­
gyobb hatványainak s z o r z a ta i ,  ahogy f  Д ф
t* (o
f e n n á l l ,  i l l .  s e m ./3 3 /-b ó l azonban azonnal k ö v e tk ez ik ,
hogy az egyes expjA^(ç) dÇ a lak ú  tagok hányado-
u
sa  két p o z i t iv  k orlá t közé sz o r íth a tó  minden t ^  t Q - r a ,  
és ig y  az - jr~  - v e i  s z o r z o t t  k i f e j e z é s  mindegyik le h e t ­
ség es e se tb en  zérushoz t a r t .  E zze l a t é t e l t  ig a z o ltu k .
A nnyit k e l l  m egjegyeznünk b e f e j e z é s ü l ,  hogy a tö b b sz ö rö s  
s a j á t é r t é k e k k e l  k a p c s o la to s  /3 0 /  r e l á c i ó  so k k a l p o n t a t l a ­
n ab b a l j e l l e m z i  2* a s s z im p to t ik u s  v i s e lk e d é s é t ,  m int 
/ 2 y / -  z K - é t ,  zjf n a g y sá g re n d i v is e lk e d é s e  azonban 
csak  ak ko r m arad b iz o n y ta la n  / 3 ° /  a la p já n ,  ha a 
Re{ÁÍ^U)} —■> 0 e s e t t e l  á l lu n k  szem ben.
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3 . § . Szakaszonként á llan d ó  rekurrens egy ü tth a tó jú  d i f f e ­
r e n c iá le g y e n le te k  m egoldásainak assz im p to tik u s v iz s g á la ta
T ekintsük e lő s z ö r  az
X =  A(i) X_ /3 5 /
l in e é x i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  é s  tegyük f e l ,  hogy az 
egymáshoz csa tla k o zó  ( k , U*i) intervallum okon  
( i = 0 , l , 2 , , . .  ) A ( t )  f e lv á l t v a  а В i l l .  Ç m á tr ix sz a l  
eg y en lő . J ó lism er t az a té n y , hogy a / 3 5 /  e g y en le t x  = 0 
megoldásának a ssz im p to tik u s s t a b i l i t á s á t  nem b i z t o s í t j a  
( á lta lá n o s )  in te g r á lh a tó  A ( t )  együ tthatóm átrix  e se té n  
az a követelm ény, hogy A ( t )  m indegyik sa já té r té k e  min­
den t - r e  n e g a tiv  v a ló s  r é sz ű . (E gyszerű e lle n p é ld a  p l .
' • 2í _az X,=-/x, ; x2= e x ,  — 2Xi d if fe r e n c iá le g y e n le tr e n d ­
s z e r ,  ) Ig a z o lju k  azonban az a lá b b i
4 . t é t e l - t :  На В é s  Ç minden sa já té r té k e  n e g a t iv  va­
ló s  részű  (é s  A ( t )  = B, ha t  s ( t 2i , ) i l l .
A (t ) = Ç ha Ъе(*я . , ,4гм)  ( l=0,1,2, . . .  ) a k k o r a
/ 3 5 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  x  = О megoldása a ssz im p to tik u -  
san s t a b i l .
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B izo n y ítá s; Tegyük f e l  e lő s z ö r ,  hogy В és Ç m inim ál- 
polinom jában minden s a já té r té k  e g y sze re s  m u lt ip lic itá su *
J e lö ljü k  B s a j á t é r t é k e l t  ( e s e t le g e s  m u lt ip lic itá su k k a l  
szám lálva) ßj - v e i  ( j = l , 2 , . . .  , n ) ,  a hozzájuk ta r to z ó
jo b b o ld a li sa já tv e k to r o k a t b  ^ - v e i ,  hasonlókép Ç s a j á t ­
é r té k e it  i l l #  sa já tv e k to r a it  ^ resp* - v e i  ( j = l , 2 , . . . , n ) .  
A ( <2l ( 1IUI ) in terva llu m on  bontsuk f e l  x ( t ) - t  a b^ -k-
k e l párhuzamos, hasonlókép a ( l iiu ; l2lil ) in terva llu m on  
a £^-kkel párhuzamos komponensekre:
(ha / 3 6 /
resp#
x  =  L  VjCi (hó é e f i w M I
j=\
A megoldásnak az  in terva llu m ok  h a tá rp o n tja in  fo ly to n o sa n  
k e l l  átm ennie, azaz minden k -ra  fen n  k e l l  á l ln ia  a
Xftc -0 J S  Xitk+O) ; £_ £  [lk)bj iL)Cj (k=0,i,...) / 3 7 /
relációnak * Minthogy a b^ és vek torren d szer  t e l j e s
és fü g g e t le n ,  a az l in e á r i s  kombi­
n á c ió ik én t á l l i t h a t ó k  e lő  (egy nem s z in g u lá r is  T  tr a n sz ­
form ációs m átrix  s e g í t s é g é v e l ,  a <j(^ J =  T  fjUk)
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a lak b an ), é s  v isz o n t
r } íL Í =  T  J 7 / J / 3 8 /
Minthogy а Ъ_. vektorok В, a £  ^ -k  ped ig  C sa já tv e k ­
t o r a i ,  a z é r t  a m eg fe le lő  in terva llu m on  i l l *
k i e l é g í t i  a
i  -  л  © r
i  - ú i Q i
d if f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  ah o l Л{В)=<Р>....^
Ha teh á t t Q 0 -b an , x ( 0  =  Çli0bi + ........ + azaz
a =  ÇUo) v e k to rr a l van m eghatározva, akkor
l € (io*0 , t<~ 0) -ban
E m ellett / 3 8 /  s z e r in t
2 « , + o ) =  T ' ' j í í , - o } =
íg y  te h á t tx~0) -ban
7 tó =  exp{(éi ~ i ) A Í C ) } X  • exp{ l l t- i o ) A  Í8j] ço
/40/
/ 4 1 /
/ 4 2 /
Á lta lában  i s  í  € ta+ û , 1ин~° ) e s e té n
ÿl)*= exp{( {~ tu )A (B )]Z  • ехр{(1ц-^.,)Л(С)} J  * • 
•ехр{(1й--{г1.1)Д1В)]Т.... J  -'explilrQAiB)} ^
és  hasonlóan  i £  ( tn f ,+0j tu*i ~0 ) e se té n
r j t t i -  e x p { ( t -  hi+i)/\.{c)} T    р(«,-ид( e)}f0
i
J  - d e l  j e lö lv e  e n em sz in g u lá r is  J_ ( p o s i t iv )  n ég y zet­
gyök ét, À  * - d e l  p ed ig  ennek r ec ip r o k á t, b ev eze tjü k  a
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/ 4 3 /
/ 4 4 /
Г*- e*p{(litl-/*•)] M B ) } Г  =  £ a  (8 )  / 4 5 /
i l l .
T 1 e x p ( ( l 2i - i 2ij j A ( C ) ] T ~ * =  £ х ( с )  / 4 6 /
j e lö l é s e k e t .  Ezekkel / 4 3 /  i l l .  / 4 4 /  ig y  ir h a tó  f e l ;
f W -  e x p { ( i - 4 )  Л ® } 1 1 • í * ( £ ) i « - i ( B )  •
• £ ;i.;fc) ........  £ „ ( £ ) Г *  f .
r esp .
3 ft)- exp{(í-í*„)AÍ£)j Г*-Ç j B h Ç u l c ) -
• .......  £ , ( В ) Г *  f .
/ 4 8 /
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T ekintsük mármost egy ugyanolyan tu la jd o n sá g ú  m átrixnor­
mát, mint a 2 . §-ban , i l l *  egy v e le  k o m p a tib ilis  v e k to r -  
normát. Ekkor
II §zi (g ) I =  II exp llzh, - i j  £ ( B ) I
és
I  Е л  IC)i -  II e x p  (i2i -  1ц.,)Л(С)
lév é n  a mátrixnorma in v a r iá n s  a h a so n ló sá g i transzform á­
c ió r a . Ilymódon te h á t
-  Ц ^ « - в 1 Ч Н е х р [ ( < - Щ ( 8 ) ] |М |_ £ .1 -
• ï ï [ l l £ J?( B ) M £ JS(Ç)ll} =  / 51/
=* I T" 1 I JT ^ 11-y* h e x p ( t - t i ) £ ( B ) i  •
• t  H exp(f2ÎH- / „ ) A  ( ß ) M |e x p f e ?4 „ . 4)4 f£ )||
Hasonlókép
U TjWl U Т'4Иг-1$.1 - lle*p(í-í«..)^(Cj ï -
i /52 /
• I  11 exp 0 я - < * - | ) Д Щ И е х р Й к « - ( » - . ) A ( ß ) l l
“  =»
é s  /51 /-Ъ б1  és / 5 2 / —b ő i á l l í tá s u n k  azonnal le o lv a s h a tó .
А 9 /
/ 5 0 /
«я
Amennyiben В i l l *  0 egyes s a já té r té k e i  a m inim ál- 
polinomban töb b szörös m u lt ip lic itá s u n k , akkor gon d olat­
menetünket m indössze a n n y it k e l l  v á lto z ta tn u n k , hogy a 
m egfe le lő  fővek torok at haszn á lju k  az  e lő á l l í t á s b a n  a sa­
já tvek torok  h e ly e t t ,  tovább á, hogy ekkor A ( g )  , r esp .
A ( Ç )  nem d ia g o n á lm á tr ix , hanem Jordan-m átrix . Amennyiben 
azonban В é s  Ç valam ennyi s a já té r té k e  n e g a tiv  v a ló s  
r ész ű , a t é t e l  k ö v e tk e z te té se  a kevésbé ö sszev o n t a la k b ó l, 
t i *  a /4-9/ i l l *  /5 0 /  a l a t t i  k ife je z é s e k  sz o r z a tá b ó l i s  
azonnal lev o n h a tó . E zze l té te lü n k e t  ig a z o ltu k .
Könnyen b e lá th a tó , hogy té te lü n k , s ő t  a b iz o n y ítá s  gondo­
latm enete á tv ih e tő  arra  ae  á lta lán osab b  e s e tr e  i s ,  amikor 
A(t )  in te r v a llu m r ó l in terv a llu m ra  ism étlőd ően  a 
§2 » B g , , . . ,  lk  30r0!ba't soronkövetkező e lem év e l eg y en lő . 
Mindössze an n y it k e l l  v á l t o z t a t n i  a b iz o n y ítá so n , hogy 
B2  - r ő l  Bj - r a  á t t é r v e ,  a tran szform ációs m átrixot  
^  • T, alakban, - r ó l  B  ^ - r e  á tté r v e  £  ' Z  
alakban, s t b .  k e l l  e l ő á l l í t a n i ,  v é g ü l B ^ -ról ”re 
v is s z a té r v e ,  ig y  a Ti * 7^-i tran szform ációs m átrix
adódik ( i t t  a z t  a m átrixot j e l ö l i ,  am elyet a g-^  - r ő l  
B2  -r e  v a ló  á t t é r é s n é l  h aszn á lu n k ). Érvényes te h á t  az
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5« t é t e l .  На а / 3 5 /  d if f e r e n c iá le g y e n le t  A (t ) eg y ü tt­
ható  m átrixa az egymáshoz csa tlak ozó  ( t i , ) in ­
tervallum okon rendre a c ik lik u sa n  ism étlő d ő  á llan d ók b ó l 
á l ló  B*i B i t .......  fí*. £/,••• sorozat m eg fe le lő  e lem év e l egyen­
lő  és e soroza t minden mátrixának m indegyik s a já té r té k e  
n e g a tiv  v a ló s  r é sz ű , akkor a / 3 5 /  e g y en le t  x  = 0 megol­
dása asszim p totik u san  s t a b i l  ( ti — £<>« ) .
M egem lítjük v é g ü l, hogy -  és ez  (51 ) - (5 2 ) -b ő l  azonnal 
le o lv a s h a tó , -  az x = 0 megoldás L ja p u n o v -s ta b il itá s á t , 
s ő t  m eg fe le lő  kombináció e se té n  a ssz im p tetik u s s t a b i l i t á ­
s á t  i s  b iz t o s í t a n i  tu d ju k , ha egyes sa já té r té k e k  v a ló s  
r é sz e  z é r u ssa l eg y en lő , s ő t  -  a rész in terva llu m ok ra  vonat­
kozó m eg fe le lő  k ik ö tések  m e lle t t  -  még akkor i s ,  ha egyes 
sa já té r té k e k  p o z it iv  v a ló s  részü ek . íg y  pl* abban az e s e t ­
ben , amikor a / 3 5 /  e g y e n le t  A( t )  együtthatóm átrixa  p e r ió -  
dikus és R iem an n-in tegrálh ató , e lé g  finom fe lo s z tá sb a n  sza ­
kaszonként á llandó m á tr ix -so r o z a tta l k ö z e lí tv e  azonnal be­
lá th a tó  a
6» t é t e l  érvén yessége i Legyen a / 3 5 /  e g y en le t  A ( t )  eg y ü tt­
hatóm átrixa T p er iód u su , R iem ann-in tegrálható  függvény* 
J e lö l j é k  ennek t - t ő l  függő s a já t é r t é k e it  a M
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függvények. Amennyiben érvényes a
*.♦7
J sup Æ e { A / ( ç ) }  dÇ < О / 5 3 /
r e lá c ió ,  akkor a / 3 5 /  e g y en le th ez  ta r to z ó  valam ennyi ka­
r a k te r is z t ik u s  exponens i s  n e g a tiv  v a ló s  r é sz ű , azaz az 
x H 0 megoldás á ssz im p to tik u san  s t a b i l .
M egemlítjük a z t i a  -  é s  ez  i s  le o lv a sh a tó  4 . té te lü n k  b i ­
tó J
a m eg fe le lő  k a r a k te r is z t ik u s  exponens v a ló s  részén ek .
4 .  § . A.1zerman se j té s é n e k  b iz o n y ítá s a .  
Tekintsük az
d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  ah o l A á lla n d ó  m á tr ix , g (x )  i s  
állandó m indaddig, amig x eg y ik  komponense se  v á lt  e lő ­
j e l e t ,  i l y e n  e lő je lv á lto z á s o k n á l v is z o n t  ugrásszerűen  v á l ­
to z ik ,  de úgy, hogy a B ( x ) . x  sz o r z a t  L ip s c h itz - f é l t é t é l t  
e lé g í t  k i .  C(x) o ly a n  m átrix , amely x(í)eL ; llxll — sxp(~űj , £>0 
f e l t é t e l  m e lle t t  va lam ely  r ö g z í t e t t  t Q - t ó i  ( p l .  t Q = 0 -  
t ó i )  k i e l é g í t i  a
egy f e l s ő  k o r lá t ja
X =[A + + £(*)] X + DM fix) / 5 4 /
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f l Ç ( x ( i ) ) l c H é  i V(C) Qhoi V < 1 ( ho £>0  / 5 5 /
O
f e l t é t e l t  éa hasonló f e l t é t e l  vonatkozik  D(x)  - r e  i s ,  
a z z a l az  e l t é r é s s e l ,  hogy x Íí )g L ,  Ц X II — exp{-£*}  
m e lle t t  legyen
J i d 6l(í )) И л  < o o  /5 6 /
Végül a  CM• X + D M  sz o rz a t e lé g í t s e n  k i  egy
ICltí^+Dflt) í í ü » ) - C f x i ] x ,  -  0(x.J f í x . J l  ^
/ 5 7 /
^  k^íflXi-xJf)
t ip u su  f e l t é t e l t ,  ah o l Ф fo ly to n o s , monoton növő konkáv 
függvény a Vfo) —0 f e l t é t e l l e l ,  amelyre
4
továbbá f(*) önmaga i s  e lé g í t s e n  k i  egy i ly e n  t ip u su  f e l ­
t é t e l t .
Végül f e l t e s s z ü k ,  hogy g é s  D minden x -r e  k o r lá to sa k .
Azonnal lá th a tó ,  hogy az / 5 5 / - / 5 0 /  f e l t é t e l e k  m e l le t t  / 5 V  
s p e c i á l i s  e se tk én t tarta lm azza  az / 1 / - / 3 /  problém át, ha 
még a z t  i s  f e l t e s s z ü k ,  hogy t e t s z ő le g e s  ф )Ê C ; //X/ií)ll -  k,
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m e lle t t  az  A és  az A + В (x  ( t ) )  = P ( t )  szakaszonként 
konstans m átrixok minden sa já té r té k e  (minden t - n é l )  k i e l é ­
g í t  egy
/ f e f X v (4 ) j - - £ »  ; R e { Á v ( é ) )  ^ ~ £ 0 < °  (  1 2 ......... m )  / 5 9 /
f e l t é t e l t .  Az i s  lá th a tó ,  hogy az / 5 5 / - /5 Э /  f e l t é t e l e k  mel­
l e t t  / 5 4 /  sok k a l á lta lá n o sa b b , mint / 1 / - / З Л  minden olyan  
szabályozó r en d szer , amely kap cso lóelem eket és l in e á r i s  sz a ­
kaszokkal j ó l  app roxidálható  n em lin eá r is  k a r a k te r is z t ik á jú  
elem eket ta r ta lm a z , le ir h a tó  a f e n t i  módon, ha " e lég  f o ly ­
tonos" módon irh a tó  l e  a kapcsolóelem ek h a tá sa , és minden 
l in e a r iz á l t  r é sz sza k a sz  egy a ssz im p to tik u san  s t a b i l  " t e l j e ­
sen" l in e á r i s  sza b á ly o zó ren d szerre l e k v iv a le n s . Érvényes e 
f e l t é t e l e k  m e lle t t  a
7 . t é t e l .  Az /5 5 / - /5 Э /  f e l t é t e l e k  m e l le t t  az / 5 4 /  eg y en le t  
X = 0 m egoldása assz im p to tik u san  s t a b i l ,  ha Ç és D 
minden x -r e  k o r lá to sa k .
B izo n y itá s: lu ind en ek előtt m egjegyezzük, hogy az [5 ] d o l­
gozat pontjában sz e r e p lő  t é t e l  s p e c i á l i s  e se tek én t azon­
n a l be le h e t  l á t n i ,  hogy az /5 4 /  e g y e n le tr e  a lk a lm azott
-  87 -
sz u k c e ssz ív  approxim áció-sorozat minden véges in t e r v a l lu ­
mon az / 5 V  e g y en le t e g y e tle n  fix p o n tjá h o z  k on vergá l. Mi 
azonban egy más t ip u su  sz u k ce ssz ív  approxim ációt alkalm a­
zunk: k iin d u ló  elem ként (az  x ( o )  = k e z d e ti f e l t é t e l  
m e l l e t t ) te k in tjü k  a
2  - j i(o)  =  Xo /6 0 /
k e z d e t i-é r té k  fe la d a t  z/éj = Xo(i) m egoldását. A kö­
vetk ező  k ö z e l í t é s t ,  X j i )  - t  i l l .  á lta lá b a n  Xn*№) 
az Xn(í) ism eretében  mármost a következő i t e r á c ió s  e l j á ­
r á s s a l  hozzuk l é t r e :
X .J«- z(í) t/:Y(í-t){<[gWT|] + C[x„ÍT)]>xr (r) +
О “
+ DLXn(T)]- f(Xnír))] c/T
/ 6 1 /
ah o l Y( t )  a / 6 0 /  e g y e n le t  Y(0) = 5  f e l t é t e l t  k ie lé g í t ő  
a la p ren d szere , azaz XnU) ism eretében  az
X«, -  { A *  B M W  +Cffcft)]}Uí) + 0 Ш  ííXjít)] /62/
d if fe r e n c iá le g y e n le t  m eg fe le lő  k e z d e ti  érték ek b ő l induló  
m egoldása. Á llítá su n k  ig a zo lá sá r a  mármost e lő s z ö r  i s  ig a ­
z o lju k , hogy a lé tr e h o z o t t  XnW so ro za t minden véges  
in terva llu m on  e g y e n le te se n  konvergál az  / 5 V  e g y e n le t
— 38 —
egyértelm űen m eghatározott m egoldásához, másodszor a z t ,  
hogy Xn^) egy e lé g  nagy és n - t ő l  fü g g e t le n  T kor­
l á t t ó l  kezdve k i e l é g í t i  egy  II Й — C exp{ £, i}
alakú b e c s l é s t ,  és ig y  h a tá r é r té k e , x ( t ) egy 
1 x W i -  C e x p { - } a lakú  b e c s l é s t ,  majd ennek alapján  
a z t  i s ,  hogy ilymódon x ( t  ) k i e l é g í t  t e t s z ő le g e s  
m e lle t t  egy llxj^li — C, e *P {"&>^ ] a lakú  b e c s lé s t  i s ,  ami­
v e l  á l l í tá s u n k a t  t e l j e s e n  igazo ltu k *
E lőször  második á l l í tá s u n k a t  ig a z o lju k , amely X0ft)=zft)
- r e  n y ilv á n  ig a z .  Tegyük f e l ,  hogy igaznak b iz o n y u lt  még 
n = N-re i s .  Mármost / 6 1 /  a lap ján  ЦХпн(^) fl - t  az
a láb b i módon b ecsü lh et jíiks Xr*<(0 egy inhomogén l in e ­
á r is  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása, amely a homogén egyen­
l e t  m eg fe le lő  m egoldásából és az inhomogén e g y e n le t  p a r t i ­
k u lá r is  m egoldásából te v ő d ik  ö s s z e . A homogén részn ek  a
W ...
k ez d e ti f e l t é t e l t  i s  k i e l é g i t ő  r é s z é t ,  XVHW - t  az
1 , 2 ,  i l l .  6 . t é t e l ,  továbbá Ç k o r lá to s  v o ltá r a  t e k in t e t ­
t e l  ig y  b ecsü lh etjü k !
1 x 2 , ( « 1 -  С е х р ^ ' ^ Н е х р И . О } /6 3 /
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ah o l С а В -ben  sz er ep lő  tra n sz fo rm á c ió k tó l, Il X?И -  t ó i  
és  Ç k o r lá t j á tó l  függő á lla n d ó . Minthogy VÍ£) csökkenő 
függvénye £ -n a k , legyen  ve“ V(£ó,) és Тд^  az  a 
k o r lá t ,  am ely tő l kezdve
exp(iVa) e x p ( - U ) ^ j  e x p { -  
t  à T - r e  érvén yes. Ekkor in n é t
/ 6 4 /
még inkább t e l j e s ü l .  Az inhomogén r é s z t , - t  az
/ ^ ( f—T j-0 C?*(T)] • <Píx„(T)] dT 
alakban te k in t jü k , és i t t  IIY(í~T)B— l l^
továbbá ( 0 [ X . ( f ) ] l = 5 , Í T )  egy a (0,Oo ) in terva llu m on
k o r lá to s  in t e g r á l la l  rendelkező függvény, az -г а
t e t t  f e l t e v é s e k  a la p já n , v égü l II 'P[x«(T)]|| — ЯХмМВ'Л^НХм )^!! t 
hacsak T már e lé g  nagy, p l ,  nagyobb, mint T2 , h isz e n  
egyébként ^   ^ 00 érvényes le n n e , Ilymódon e lé g
nagy t - r e , p l ,  t — Ъ  -r a
i f Y U - n - D M r l l - i M r l J d T  | | ^
0 1
Г- f  ~TJQr£oT S« ÍT) ^C„e J  • (77tF -
О
— -*r C exp (— 2 V+ 2  ) / hocsok i
/ 6 5 /
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íg y  /6 4 /  é s  / 6 5 /  s z e r in t  e lé g  nagy t  ^ múx{T,,Т»} _ra
Il X u+< (О II — C exp { - | £ § - * J / 6 6 /
t e l j e s ü l ,  a z a z  a t e l j e s  indukció  s z e r in t  /6 6 /  i ly e n  t -k r e  
minden N -n é l érvén yes. E zze l második á l lí tá s u n k a t  b e lá ttu k .  
Mármost ed d ig  ig a z o lt  á l l i t á s a in k b ó l ,  D k o r lá to ssá g á b ó l  
é s  a / 6 1 /  form ulából azon n al le o lv a s h a tó , hogy az  X„^ 
approxim ációs sorozat e g y e n le te se n  k o r lá to s  és e g y e n le te se n  
e le g e t  t e s z  egy 1 k ite v ő s  L ip s c h it z - f e l t é t e ln e k  ( te h á t  annál 
inkább eg y en lő  mértékben fo ly to n o s )  a [o, oo) in t e r v a l­
lumon. Az A scoli-lem m a értelm ében van teh á t egy e g y e n le te ­
sen  konvergens X„ic( 0  r é sz so r o za ta  i t t ,  amely a f o ly t o ­
nos ( s ő t ,  L i p s c h i t z - f e l t é t e l t  k i e l é g í t ő )  ^ ( l )  h a tá r -  
függvényhez kon vergál. íg y  / 6 1 /  s z e r in t  az
r é sz so r o z a t  i s  e g y e n le te se n  konvergál egy Xй*(l) függvény­
ig . (2)
hez ,  úgy hogy X es X k i e l é g í t i k  az
xM(t) -  zM+/Y |[x “'(r)]* £[*'V)>x“ír)*
+ O í x " 1^ ) ] '  Í í x "'(t >] / 6 7 /
Ha te h á t  ig a z o lju k , hogy a / 6 1 /  a l a t t i  approxim ációsoro- 
zatra  I -  Xní^ ) j-^0 ha n —► «=> , akkor e z  / 6 7 / -
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te l együtt első állításunk érvényességét is bizonyltja. Már­
most
i
x„„U) -  X » «) -  /  VÍÍ-T) {ß£x„(T)] - В Г хЛ т)] x„(t ) +
+ Cfxn(r)])í„.(T) -£[x„Jr)]xJr)
— Dfx—(T)] • f  £x„-.(T)j dT -
“  fYU-T){b[x„(t)] (x^(Tl-x.(T))-*
О
+(ВГх„[т)] xM-8fx«-.(T)]-x..,ÎT)>+çtx«/r)]<x~,(T)-Xo(T )> -  
-C[xjT)J(x,(r)- (^r)>+(c[xJij]x.W-£|j(jT)]x„ (^r)> +
+  D fx .(r ) ]  f  fx „ (r )J  -  O ix „ . , ( r ) J f  [x„-,(T )J  c /T
Vezessük be it t  a Xl/jtjííJ = I l J  
jelölést, és vegyük figyelembe а В, C i l l .  D -vei kap­
csolatos korlátossági, i l l .  folytonossági modulusbeli ki­
kötéseket В, C i l l .  D jelöli II B II I ICB Ш ЙД11 egy-egy 
korlátját, 
így /68/—ból a
t
Д т ,Ш ^  J e x p { - k « - t )  - { ß  Д ~ ,№  + S A J T )  <•
О
+  L , A J tI + C A J t) + C A J t ) +  KY>(a J t))}  d T
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e g y e n lő t le n sé g  adódik, azaz
A nJ 0 e - W í 6 ^ ) e c-TA j r ) d T  +
+ /{ [ e + c  +L J A M  + к т м ) е ^ т  / 6 9 /
Ô
F elh aszn á lva  i t t  a G ronwall-lem m át,
An.,W^/{<ß+c+i-l>An(T) + Kf[An(T)]]e'"‘dr-
•exp(ß+C-£.)t /70/
adódik. Mármost a sz e r e p lő  együ tth atók  p o z i t iv i t á s a  és Ф 
m onotonitása m iatt a függvény minden n -re  majo­
r é ib a  A n W - t ,  ha З Д ^ Д ^ )  és a "Ón so ro za t a
é
Ü J i ) -  e x p  ( ß  +C ~ £-) t - f  {<B+C + Ц )  X  (T) + W («.fóje" W ? i /
О
e g y e n le te t  e l é g í t i  k i .  / 7 1 /  v is z o n t  e k v iv a len s  a z z a l ,  
hogy a
exp {-(fi + C -£.)t} Ц  -ÍS +C-£ = ) f j = + Щ )  expfu]
d if fe r e n c iá le g y e n le t  m egoldását keressük  meg sz u k ce ssz ív
app roxim ációval, olymódon, hogy a z t  inhomogén l in e á r i s
d if fe r e n c iá le g y e n le tn e k  te k in t jü k . Ha i t t  b evezetjü k  az 
-(ß+C-£.)i
s* e  u j v á l t o z ó t ,  akkor d if fe r e n c iá le g y e n -
-  93
létü n k  az
ÿ  = { B * C * L , ) e í* * % + K e u - i p ( é ‘ K ' t í t -ri) m /
d if fe r e n c iá le g y e n le tb e  megy á t .  / 7 2 /  sz u k c e ssz ív  approxi-
_fB+C-fo)í «
m ációval tö r té n ő  m egoldása az ^ [í| - e  -
v á la s z tá s s a l  az  ^„íí)=6 • ~dn(i) so ro za to t s z o l ­
g á l t a t j a .  kármost Д,(о) =  0  , ig y  а Д  » azaz az 77,
függvényt i s  v á la sz th a tju k  úgy, hogy Afo) = 0  resp , 
i?«(o) = 0 érvényes le g y e n . E k e z d e ti f e l t é t e l t  azonban 
/7 2 /-n e k  csak az ^ = 0 megoldása e l é g i t i  k i .  T e tt f e l t e ­
v é se in k  a lap ján  azonban ekkor a sz u k c e ssz ív  approxim áció­
v a l  adódó Tjn(l) so ro za t bármely v ég es in terva llu m on  egyen­
le t e s e n  e megoldáshoz konvergál / 1 .  p l .  [4] i l l .  [З ]/»  íg y  
bármely vége 3  in terva llu m on  A„M  i s  e g y en le te sen  zé­
rushoz k on vergá l, é s  e z z e l  e l s ő  á l l í tá s u n k a t  i s  ig a z o ltu k .
E k ét á l l í t á s  e g y ü ttesen  a z t m utatja , hogy / 5 4 /  m egoldása, 
x ( t )  k i e l é g í t i  a / 6 6 /  r e lá c ió t .  B e h e ly e t te s ítv e  e z t  az 
/5 4 /-b e n  sz e r e p lő  m átrixokba, / 5 4 /  megoldása k i e l é g í t i  az
{á ,f I[xMJ+ CíxWJjx + űfxWlf M / 7 3 /
d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  és i t t
í flo
/ J C Í X l t J l d T C Í *  ; / l û i x W f d T ^ œ  / 7 4 /
О ^
t e l j e s ü l ,  ükkor azonban az 1 . ,  2 . ,  i l l .  6 . t é t e l  s z e r in t  
/ 7 3  /  megoldása k i e l é g í t i  t  e lé g  nagy é r té k e ir e  az
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I x M  e x p ál)
b e c s lé s t ,  hacsak £ó <£*> * T ételü n k et e s z e l  igazoltuk®
M egemlítjük még, hogy a gondolatm enet lén y eg es v á lto z ta tá ­
sa  n é lk ü l ig a z  marad a t é t e l  akkor i s ,  ha В, C i l l .  D meg­
f e l e l ő  f e l t é t e l e k e t  k ie lé g í t v e  t - t 6 l  i s  függenek.
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S_u_m_m_a_r_y
On some new r e s u l t s  o f s t a b i l i t y  th e o ry .
The p a p e r v e r i f i e s  some new com parative  item s i n  o rd e r  
to  p ro v e  th e  g u ess o f  A izerm an. These a s s u re  th e  a sy m p to tic  
c o m p a ra b il i ty  o f  th e  p e r tu rb e d  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  
system  and o f th e  u n p e rtu rb e d  s o lu t io n  sy stem . B e s id es , th e  
p a p e r exam ines th e  a sy m p to tic  b e h a v io u r  o f su ch  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t io n  system s w ith  c o e f f i c i e n t  m a tr ic e s  c o n s ta n t  by 
p h a se s  w hich a re  no p e r io d i c a l  f u n c t io n s  o f th e  p a ra m e te r , 
b u t r e p e a t  th em se lv e s  p e r i o d i c a l ly .  S upported  by th e  same, 
a p a r t l y  w eakened, p a r t l y  sh a rp en es  v a r i e t y  o f Aizerm an*s 
g uess i s  v e r i f i e d .
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Nag? ren dszerek  ü zem eltetésén ek  néhány k é r d é sé r ő l  
Prey Tamás -  Tomkó J ó z se f
B evezetés
Á j e le n  d o lgozat c é l j a  o lyan  m atem atikai m odellek  l e í r á ­
s a , am elyek s e g í t s é g é v e l  a sok a lk a tr é sz b ő l ö s s z e t e t t  
ren d szerek  / p l .  e le k tr o n ik u s  szám ológépek/ ü zem elte té ­
s é v e l  k ap cso la to san  fe lm erü lő  problémák aránylag  köny- 
nyen s hűen tá r g y a lh a tó k . A ren dszer a lk o tó r é sz e in e k  
a meghibásodása ak ad á lyozza , zavarja a k íván t funkciók  
e lv é g z é s é t ,  s sz ü k sé g essé  v á l ik  a m eghibásodott a lk a tr é ­
szek  k ic s e r é lé s e .  C é lszerű  azonban nemcsak a meghibáso­
d o tt a lk a tr é s z t  h e ly e t t e s í t e n i  u j j a l ,  hanem más, b izo ­
nyos erő sség ű  m eg terh elések et e l  nem b iró  a lk a tr é sz e k e t  
i s  k i c s e r é ln i .  Igen  f o n t o s ,  az ö s s z e t e t t  ren dszerek  üze­
m e lte té s é v e l  k a p cso la to sa n  az a lá b b i kérdések re v á la s z o l­
ni* -  mennyi l e s z  az  egyes meghibásodások k ö z t i  id ő ta r ­
tam várh ató  értéke* A ren d szert m eghibásodottnak t e k in t ­
jük, ha nem képes a r eá  b íz o t t  fe la d a to k a t e lv é g e z n i .  
Ennek oka le h e t ,  hogy va lam ely ik  a lk ó tó r é sz e  e lr o m lo tt ,  
de e lő fo r d u lh a t , hogy o lyan  ren d sz er re l á llu n k  szemben, 
am elynél még néhány a lk a tr é s z  k ie s é s e  nem f e l t é t l e n ü l  
j e l e n t i  az  egész  ren d szer  m eghibásodását. Másik k érd és, 
a d ott t e s z t e l é s i  / e l l e n ő r z é s i /  e ljá r á s  m e l le t t  átlagban
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hány a lk a tr é s z  c se r é jé r e  k erü l s o r . Annak érdekében , 
hogy a ren d szer  zavarta lan  működését b izonyos id ő sz a ­
kaszok folyamán ne gyakran akadályozzák a ren d szer  meg­
h ib á so d á sa i, c é ls z e r ű  e lő r e  m eghatározott id ő p il la n a ­
tokban t e s z t e l é s t  h a jta n i v é g re . Ez ese tb en  arra  k e l l  
törekednünk, hogy k ét e lő r e  m eghatározott id ő p i l la n a t ­
ban tö r té n ő  t e s z t e l é s  k ö z ö tt  újabb t e s z t e lé s r e  ne ke­
r ü ljö n  s o r . N y ilv á n v a ló , hogy az u tóbbi esemény bekö­
v e tk e z é s i  v a ló sz ín ű s é g é t  úgy csök k en th etjü k , hogy a 
t e s z t e lé s r e  e lő r e  k i j e l ö l t  id ő p illa n a to k a t  egymáshoz 
k özelebb  v á la sz tju k  meg. V ilá g o s  az i s ,  hogy ha gyakrab­
ban hajtunk végre t e s z t e l é s t ,  akkor az egyes t e s z t e l é ­
sek  során a k ic s e r é lé s r e  k erü lő  a lk a tr észe k  á t la g o s  
száma k iseb b  l e s z .  Azonban a gyakori t e s z t e lé s e k  nem 
e lő n y ö sek . Csökkentik a gép /a  ren d sz er / fo ly to n o s  mű­
k ö d ési i d e j é t ,  m ásrészt a t e s z t e lé s e k  során k i c s e r é l t  
elemek összszárna növekedhet meg ig e n  erő sen . Pelm erül 
b iz o n y o s , az a lk a tr é sz e k  c ser é in ek  k ö l t s é g e i t  é s  a 
ren d szer  zavarta lan  működésének e lő n y e it  szem e l ő t t  
ta r tó  o p tim á lis  ü z e m e lte té s i  t e r v  m eghatározása. Saj­
n o s , a probléma a n a lit ik u s  tá r g y a lá sa  ig en  n eh éz , e z é r t  
az e m l í t e t t  o p tim á lis  ü z e m e lte té s i  te r v  megadása az e se ­
te k  túlnyomó többségében komoly nehézségekbe ü tk ö z ik .
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Szólnunk k e l l  a  to v áb b iak b a n  a re n d s z e r  a lk a t r é s z e in e k  
é l e t t a r t a m - e l o s z l á s  fü g g v é n y é rő l . Ha e z t  á l ta lá n o s n a k  
t e k i n t j ü k ,  akkor jóform án semmit sem tudunk  mondani a 
f e l v e t e t t  p ro b lé m á k ró l. L égcsak  a  r e n d s z e r r e l  k ap cso ­
l a to s  k a r a k te r i s z t ik á k n a k  a  s z im u lá c ió s  e l j á r á s s a l  t ö r ­
tén ő  m eg h a tá ro zása  i s  k e r e s z t ü lv i h e t e t len n ek  l á t s z i k .
Ha v i s z o n t  e x p o n e n c iá lis n a k  t e k i n t j ü k  az a lk a t r é s z e k  
é le t  i r t a m - e l o s z lá s á t , ak k o r nagyon messze k e rü lü n k  a 
v a ló d i  k ö rü lm é n y e k tő l, nem b e s z é lv e  a r r ó l ,  hogy ez  e s e t  
ben a z  e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s  " ö r ö k i f jú "  -  tu la jd o n s á g a  
k ö v e tk e z té b e n  é r te lm e tle n n é  v á l i k  a  még ép a lk a t r é s z e k  
e s e t l e g e s  c s e r é j e .  Adódik az  a  g o n d o la t ,  hogy a z  é l e t ­
t a r t a m - e lo s z lá s  sű rű ség fü g g v é n y é t
/ 1/ / M - Z c Kf,Cx) (x*0)
a la k ú n a k  t e k in t s ü k ,  a h o l
k + l-e d  ren d ű  E r la n g -e lo s z lá s  sű rű ség fü g g v é n y e , az  
ö s sz e g e z é s  p e d ig  véges k - r a  t ö r t é n i k  CK>0 és 
2 ^ = 4  k ik ö té s  m e l l e t t .  I t t  a r r a  g o n d o ltu n k , hogy az
-  99 -
/ 1/  a la k ú  sű rű ség fü g g v én y ek k e l s z é l e s  o s z tá ly a  k ö z e l i t «  
h e tő  m e g fe le lő  ^ - k  m e g v á la sz tá sá v a l a  sz ó b a jö h e tő  v a -  
ló s z in ü s é g i  e lo s z lá s o k n a k . E to e l le t t ,  am in t majd l á t n i  
fo g ju k , e lé g  j ó l  u ta lh a tu n k  az  a lk a tr é s z e k n e k  o ly a n  j e l ­
le m z ő jé re , am elynek a la p já n  m eg h ib áso d ásu k tó l f ü g g e t l e ­
n ü l  ú ja k k a l  c s e r é l jü k  k i  őke t egy e s e t l e g e s  t e s z t e l é s  
s o rá n . Az é le t ta r ta m -e lo s z lá s fü g g v é n y  / 1 /  s z e r i n t i  v á ­
l a s z t á s a  a  k ö v e tk e z ő , hasznos i n t e r p r e t á c i ó t  t e s z i  l e ­
h e tő v é . A z t, hogy a re n d s z e r  egy a lk a t r é s z e  / 1 /  t i p u s u  
é le t ta r ta m -s ü rü s é g fü g g v é n n y e l  r e n d e lk e z ik ,  úgy fo g h a t ju k  
f e l ,  hogy c .^ v a ló s z ín ű s é g g e l  к -a d  re n d ű  E r la n g - e lo s z -  
l á s t  követ az  é l e t t a r t a m a .  Ez u tó b b i  t é n y t  p ed ig  úgy i n ­
t e r p r e t á l h a t j u k ,  hogy a z  a lk a t r é s z  к d a ra b  e lem i a l k a t ­
r é s z b ő l  -  " lá m p á b ó l" - á l l ,  am elyek m indegyike A param é­
t e r ű  e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s ú  é le t ta r ta m m a l  r e n d e lk e z ik ,  
írásképpen s z ó lv a ,  a z t  m ondhatjuk , hogy a r e n d s z e r  a l k a t ­
r é s z e i  к f á z is b a n  ta r tó z k o d h a tn a k , s mindenegyes- f á z i s ­
ban  v a ló  t a r tó z k o d á s i  id e jü k  e x p o n e n c iá l is  e lo s z lá s ú .
A f á z i s o k a t  in d e x e l jü k  a z  1 , 2 , .................  e g é sz e k k e l, s
ha l e j á r t  egy a lk a t r é s z n e k  v a lam e ly  f á z i s b a n  v a ló  t a r ­
tó z k o d á s i  i d e j e ,  ak ko r a z  in d e x e lé sn e k  m eg fe le lő  k ö v e t­
kező  f á z is b a  megy á t .  Ha az  u to ls ó  f á z i s b a n  v a ló  t a r t ó z ­
k o d á s i  idő  i s  l e j á r t ,  ak k o r az  a l k a t r é s z t  m e g h ib á so d o tt-
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nak t e k i n t j ü k .  На az  a l k a t r é s z t  k -lá inpábó l á l ló n a k  t e ­
k in t jü k ,  ak k o r a z t  m ondhatjuk , hogy az  a l k a t r é s z  i - d i k  
f á z is b a n  v a n , ha már i - 1  lám p á ja  k i é g e t t .  A d o lg o z a t­
ban e z e k e t  a z  i n t e r p r e t á c i ó k a t  gyakran  fo g ju k  h a s z n á ln i
M ie lő tt  r á té rn é n k  az  e m l i t e t t  m a tem a tik a i m o d e llek  i s ­
m e r te té s é r e ,  szó lnunk  k e l l  a r e n d s z e r  a lk a t r é s z e in e k  
egymáshoz v a ló  v is z o n y á ró l  i s .  Az eg y sze rű sé g  k e d v é é r t  
m indvégig  f e l t é t e l e z n i  fo g ju k , hogy az  a lk a t r é s z e k  egy­
m ástó l f ü g g e t le n ü l  működnek, a z a z ,  hogy é l e t t a r t a m a ik  
egym ástó l f ü g g e t le n  v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k . F e l t é t e l e z ­
zük to v á b b á , hogy a z  a lk a t r é s z e k  é l e t t a r t a m a i  azonos 
e lo s z lá s u a k  és hogy a z  e g ész  r e n d s z e r t  m e g h ib á so d o tt-  
nak t e k i n t j ü k ,  ha van  le g a lá b b  egy e lro m lo t t  a lk a t r é s z e  
E zeket a  f e l t é t e l e z é s e k e t  g y e n g íth e t jü k ,  fő k é n t  a z  e s e t  
ben , am iko r csak a s z im u lá c ió s  e l j á r á s r a  tám aszkodunk .
Még egy e lé g  e rő s  f e l t é t e l e z é s s e l  fogunk é l n i ,  é sp ed ig  
a z z a l ,  hogy egy t e s z t e l é s  és a z  a lk a t r é s z e k  e s e t l e g e s  
c s e r é jé n e k  i d e j é t  e lh a n y a g o lh a tó a n  rö v id n e k , p i l l a n a t ­
n y in ak  t e k i n t j ü k .  E lő fo rd u ln a k  o ly an  e s e te k ,  am ikor a 
h ib a  f e l f e d e z é s e  s annak  k i j a v í t á s a  té n y le g  rö v id  id ő t  
v e sz  ig é n y b e , s ekkor a z  e lő z ő  f e l t é t e l e z é s ü n k  jo g o s .
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V iszon t sok e se tb en  az e m lí t e t t  m egszorításunkkal tá v o l  
esünk a r e á l i s  körülm ényektől. Az e se tb en , amikor a 
t e s z t e l é s i  id ő t  je le n tő sn ek  te k in t jü k , a n a lit ik u s  ered­
mények a lig h a  nyerhetők , s a sz im u lá c ió s  e lj á r á s  i s  erő­
sen  b on yolód ik ,
I ,  Modell
Tekintsünk egy n a lk a tr é sz b ő l á l ló  r en d sz er t. J e l l e ­
mezze az a lk a tr é sz e k  é le tta r ta m  e lo s z lá s á t  az  / 1 /  a la t ­
t i  sűrűségfüggvény, / l / - b e n  az ö ssz e g e z é s  menjen 1 - t ő l  
m -ig . Ezt úgy i s  ér te lm ezh etjü k , hogy a t= 0  p i l l a n a t ­
ban a ren d szer  mindenegyes a lk a tr é s z e  ( I á k é n )  
v a ló sz ín ű s é g g e l к-ad  rendű E r la n g -e lo sz lá su  é l e t t a r ­
tammal r e n d e lk e z ik . Az id ő  m úlásával az egyes a lk a tr é ­
szek  a k iseb b  indexű f á z is b ó l  nagyobb indexű fá z is b a  
mennek á t ,  s  v á l to z ik  azon a lk a tr é sz e k  száma, am elyek  
továb b i é le tta r ta m a  közös r -ed  (1  á r  á m) rendű  
E r la n g -e lo s z lá s t  k ö v e t. T e tsz ő le g e s  t  p illa n a tb a n  az  
a lk a tr é sz e k  é le tta r ta m á t továbbra i s  az  / 1 /  a l a t t i  sű­
rűségfüggvény j e l le m z i ,  de most a c^ -k , t -n e k  fü gg­
v én y e i le s z n e k . Egy m eghibásodási p i l la n a t ig  á lta lá b a n  
a magasabb indexű c ^ ( t )  függvények csökkennek, az
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a la c so n y a b b  indexnek  n ö v ek szen ek , közben m ind ig  
2 c jj .i t)  = 1 . Egy m eghibásodás u t á n i  p i l l a n a t b a n  ug­
r á s s z e r ű  v á l to z á s  á l l  b e . Egy t e s z t e l é s  s o rá n  végbe­
menő c s e r é k  l e f o l y á s á t  a z  a lá b b i  módon k é p z e l jü k  e l*
Azt a z  a l k a t r é s z t ,  am elynek a  t e s z t e l é s  p i l l a n a t á t ó l  
s z á m í to t t  to v á b b i é le t t a r t a m a  r - e d  rendű  E r la n g - e l -  
o s s lá s u  -  s z e m lé le te s e n , még г  d a rab  jó  lám p á ja  
van -  oír v a ló s z ín ű s é g g e l  k i c s e r é l j ü k .  A b e h e ly e ­
z e t t  u j  a l k a t r é s z t  = <3^ ( 0 ) v a ló s z ín ű s é g g e l  t e k i n t ­
jük  к f á z is ú n a k . íg y ,  a  t e s z t e l é s t  köve tő  p i l l a n a t ­
ban m e g v á lto z ik  a z  azonos számú lám pákból á l l ó  a l k a t ­
ré s z e k  szám a s m e g v á lto z ik  annak a v a ló s z ín ű s é g e ,  hogy 
egy v é l e t l e n ü l  k is z e m e lt  a l k a t r é s z  to v á b b i é l e t t a r t a ­
ma r - e d  rendű  E r la n g - e lo s z lá s t  k ö v e sse n . Ha egy t  
p i l l a n a t b a n  végbemenő t e s z t e l é s t  k ö z v e tle n  m egelőző 
p i l l a n a t b a n ,  annak a  v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy egy a lk a t r é s z  
г  jó  lám p át ta r ta lm a z z o n , cr ( t ~ o ) -v a l  j e l ö l j ü k ,  akkor 
a t e s z t e l é s t  kö v e tő  p i l l a n a t b a n  ugyanennek a z  esemény­
nek a  v a ló s z ín ű s é g é t  cr (t+ o  ) - t  az a lá b b i  form ula s z o l ­
g á l t a t j a *
Cr(f + o)= crf  C i l t - o U i  +C,(f-o)(f-«r)
i-4
/ V
-  ю з  -
Vezessük most be a következő v a ló s z ín ű s é g i v ek to rt
Ш = { * Д  Ш,.Í J ) J
ah ol ïj ( t )  ( 1 = 1 ,2 , , .  ,m) j e l e n t i  azon a lk a trészek  sz á ­
mát , am elyeknél még i  darab lámpa ép . A K(o ) vek­
t o r  0 ^ , 0 2 # « paramét erű p o lin o m iá lis  e lo s z lá s ú  
l e s z .  T e tsz ő le g e s  г p illa n a tb a n  m indegyik a lk a tr é s z  
egyugyanazon c ^ í t )  v a ló sz ín ű s é g g e l fo g  k-lám pából 
á l l n i ,  de az a lk a tr é sz e k  k ö zö tt a k e z d e t i  p illa n a tb a n  
meglévő k ö lc sö n ö s fü g g e tle n sé g  megbomlik. Egy a lk a tr é s z  
a z á l t a l ,  hogy m eghibásodott, b e fo ly á s o lja  más a lk a tr é ­
szek  é le tta r ta m á t (ugyanis e lő id é z h e t i  azok k ic s e r é lé ­
s é t ) .  I n t u i t iv e  azonban v i lá g o s ,  hogy az a lk a tr észe k  em­
l í t e t t  egymásra v a ló  k ö lcsön h atása  az  a lk atrészszám , n 
n ö v e lé sé v e l csökken s e z é r t  e lé g  nagy n m e lle t t  -  s 
mi á lta lá b a n  e z t  az  e s e t e t  t é t e le z z ü k  f e l  -  a ^ ( t )  
vek tor  k ö z e l ci ( t )  (1  £ i  é  m) param éterű polinom iá­
l i s  e lo sz lá sú n a k  te k in th e tő . Továbbá könnyű é szr ev e n n i, 
hogy a $ ( t )  v ek to r  Markov-fo ly a m a to t a lk o t , s emel­
l e t t  ergodikus i s ,  amely most a z z a l  e k v iv a le n s , hogy 
lé te zn ek  a
tHm Ck(ij =  P-*£D J к
/ V
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h a tá r ér ték ek , A h a tá r e lo s z lá s  sz in té n  k ö z e l p o lin om iá-  
l is n a k  veh ető  Çt l Çz/ ......  param éterekkel. Követke­
zésképpen, ha mindenegyes 1 é. i  é. m -r e  \
akkor a s ta c io n á r iu s  ü z e m e lte té s  m e lle t t  a ~í vek tor  
i - d ik  komponensének, a za z  az i  darab ép lámpát ta r ­
talm azó a lk a tr észe k  számának várható érték e
M l  = n q ,
szó rá  ^négyzete ped ig
l e s z .  Nagy a lk atrészszám  e se té n  a Ï  v ek tor  e lo s z lá s a  
a M oivre-Laplace h a tá r e lo s z lá s  t é t e l  értelm ében  ш d i­
m enziós norm ális e lo s z l á s s a l  k ö z e l í th e tő ,
A továbbiakban szükségünk l e s z  a к-ad rendű Erlang­
e lo s  z lá s  a la k já ra . I s m é te lt  p a r c iá l i s  in t e g r á lá s s a l  
kapjuk , hogy
=»/ £ í t  ) d t  =
/ 5 /
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A tömörebb-Írásmód ked véért c é lsz e r ű  b e v e z e tn i az
Ek(t)~ \ +t + ......  j e l ö l é s t .
V iz sg á lju k  most k é t t e s z t e l é s  k ö z t i  id őtartam  e lo s z lá s -  
tö r v é n y é t . J e lö ljü k  t 1 , t 2 , . . . , t { az  egymás után  
k övetkező  t e s z t e l é s i  id ő p il la n a to k a t , majd tek in tsü k  a
v ek to r  so r o z a to t . (^/j e lo s z lá s a  k ö z e l p o lin o m iá lis ,  
C*(/)=* Ck{t,+0) ; (i U á m )  param éterekkel, A
Tt - i t ,  T2=»í2- ^   Tt = {[-{(., ....... so ro za t t a g j a i  fü g g e t­
le n  v a ló sz ín ű s é g i v á lto z ó k  s a TlH e lo s z lá s á t  az 
a lá b b i módon h atározh atjuk  meg:
Legyenek a 'í(l) v ek to r  komponensei A
{ Ъ*1 K U } esemény m darab egymást k izáró
Bj^  (1  £ к 6. m) esemény összegek én t á l l í t h a t ó  e lő ,  ahol 
az az esemény, hogy a rendszernek a t i+ U  id e ig  
bekövetkező újabb m eghibásodását o lyan  n^ darab a lk a t­
r é s z  valam elyikének az  e lrom lása  id é z te  e l ő ,  amelyek 
pontosan  к ép lámpát tarta lm aznak . Egyszerű meggondo­
lá so k k a l kapjuk, hogy
U к*'» ff)
Р Ш - J m j ÿ j j i  ■ e  “ [ K w f  ’ ï ï  f i  -  m f  dx
r+k
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Innen, / 5 /  fe lh a sz n á lá sá v a l kapjuk, hogy
/ 6/
ä E  (т,„<х) =
dx
= Ь
п  (W " _ L
Ч Щ
На a s ta c io n á r iu s  rezsim  e s e té t  t é t e le z z ü k  f e l ,  akkor 
T i -k  azonos e lo sz lá su n k  leszn ek  s a Xí/J k ö z e litő  
p o lin o m lá lis  e lo sz lá sá n a k  p aram étere it a
Ci = l im Ci (l) ( \* í  ( m )
i -И ЗО  1
h atárérték ek  adják , / 6 /  form ulát fe lh a sz n á lh a tju k  a M T 
érték  k i  szá m ítá sá n á l о h e l y e t t e s í t é s  e lv é g z é se
után kapjuk , hogy
A kapcsos zá ró je lb en  lé v ő  ö ssz e g e t  egyszerűbb alakra  
hozhatju k , ha benne az  E ^ tJ -k e t  fü g g e t le n  v á lto zó k ­
k a l, Z^-ekkel h e ly e t t e s i t j ü k .  F e lc s e r é lv e  az ö ssze g e ­
zés so r r e n d jé t , az in te g r á l  a l a t t i  ö ssze g  a következő  
alakra h ozh ató t
m
I ( Ы ) ! LV--*íW n
n !
n,'-... nK>.
*■ / + % hf и / ♦ '\Пгni Ci [ Ci l i )  II (Cr Zrí
re 4
A b e lső  ö s s z e g r ő l most már könnyű é szr ev e n n i, hogy az
Mármost, ha Z^  helyéb e v is s z a h e ly e t t e s í t jü k  E^-t 
MT -r a  az a lá b b i egyszerűbb i n t e g r á l e l ő á l l i t á s t  nyerjük
B ecsü lve / 7 / - e t  a Laplace-m ódszer a lap ján , MT - r a  az
a ssz im p to tik a  adódik* Az eredmény e lő r e  várható v o lt*  
U gyan is, á lta lá b a n  a ren dszer m eghibásodásét azon a l ­
k a trészek  valam elyikének  az  e lrom lása  id é z i  e l ő ,  amelyek 
már csak egy jó  lámpát tarta lm azn ak . Az i ly e n  a lk a tr é ­
szek  á t la g o s  száma egy t e s z t e l é s t  követő p illa n a tb a n  
n e t  • V iszon t e g y e t le n  h ib á t la n  lámpát tarta lm azó  
n e t  darab a lk a tr é sz b ő l á l ló  blokk é le tta rta m á nak 
á t la g o s  id e je  *A n c t  • A / 8 / - a s  a sz im p to tik á b ó l az  
a m agától ér te tő d ő  tén y  i s  k io lv a s h a tó , hogy az  M7 
á t la g é r té k  n ö v e lé se  c é ljá b ó l  a t e s z t e lé s e k  során  az a l -
a [ C*Zt + ..........+ CmZm)n hatvány Z± s z e r in t i
p a r c iá l i s  d e r iv á l t j a ,  azaz
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kát részelt c s e r é jé t  úgy k e l l  m egszervezn i, hogy a csu­
pán egy h ib á t la n  lámpából á l ló  a lk a tr é sz e k  e lő fo r d u lá ­
s i  v a ló sz in ü sé g é  ig e n  c se k é ly  le g y e n . Ezt úgy érh etjü k  
e l ,  hogy a z  ót, v a ló sz ín ű s é g e t  /e g y  lámpából á l l ó  a lk a t­
résznek a t e s z t e l é s  során  tö r té n ő  k ic s e r é lé s i  v a ló s  z in ü -  
s é g é t /  nagynak v á la s z t ju k .
T ekintsük most egy t e s z t e l é s  során lé tr e jö v ő  c se r é k  á t ­
lagos szám át. F e lt é te le z v e  a s ta c io n á r iu s  r e z s im e t , egy 
t e s z t e l é s t  megelőző p illa n a tb a n  á tla g o sa n  f?C; (d =  C/í^-oj) 
a lk a tr é s z  van o lyan , am elyik  i  darab h ib á tla n  lámpából 
á l l .  Ezek k özü l m indegyiket о v a ló sz in ü s é g g e l k ic s e ­
r é ljü k , t e h á t  egy t e s z t e l é s  során П C, U\ l e s z  az i  
lámpából á l l ó  k ic s e r é l t  a lk a tr é sz e k  á tla g o s  száma. Vég­
eredményben kapjuk, hogy egy t e s z t e l é s  során k i c s e r é l t  
a lk a tr é sz e k  várható ér ték e
/9/ n  ( J-cTcti +...+ Ä  )
Az e lő z ő e k b ő l lá th a tó ,  hogy a bennünket érd ek lő  karak­
t e r i s z t ik á k  ( / 7 / ,  / 9 / )  m eghatározásénál döntő sz e r e p e t  
já tszan ak  a C* i l l #  C; [ i  é: i é: m )  v a ló s z ín ű s é ­
gek. Ezeknek a n a lit ik u s  utón tö r té n ő  m eghatározása f ö -
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lö tté b b  á t t e k in th e te t le n ,  s következésképpen a k i s  zárni-  
tá su k n á l csak a sz im u lá c ió s  e ljá r á s r a  (M onte-Carló mód­
sz e r )  támaszkodhatunk. m=2 e se té n  azonban b izon yos  
eredmények a n a lit ik u s  utón i s  n yerhetők . A továbbiakban  
erre térünk á t .  A C,;CZ- C , ,C i  i l l .  C, ; C2
m ennyiségeket rendre p , t y \  P* ty i l l *  P , 9  (p~
- s z á l  d t ; d t - t  ped ig  cá ( ß - v a l  fogjuk  j e l ö l n i .  In­
duljunk k i teh á t most ab b ó l, hogy a rendszer n a lk a t­
r észe  k ö z e l mindegyik p v a ló sz ín ű s é g g e l á l l  e g y , q 
v a ló sz in ü s é g g e l á l l  k ét lám pából. Itóghatározzuk annak 
a v a ló s z ín ű s é g é t , hogy az e ls ő  t e s z t e l é s t  m egelőző p i l ­
lanatban egy a lk a tr é sz  k ét lámpából á l l j o n .  Ezt a meny- 
n y is é g e t  j e lö l jü k  q ( l ) - g y e l .  Egy k iszem elt a lk a tr é s z  
a t^  p illa n a tb a n  bekövetkező t e s z t e lé s n é l  csak  akkor 
tarta lm azh at két h ib á tla n  lám pát, ha a k e z d ő p illa n a t­
ban i s  k é t lámpából á l l o t t ,  s a  t-  ^ p i l la n a t ig  nem 
é g e t t  k i  ezen  k ét lámpája k özü l egy cem. Ezen események
b ek ö v e tk ezési v a ló s  zin üsége Ç. e  ' . A  k e r e s e t t  (ÿ M
-J\i,
v a ló sz ín ű s é g e t  megkapjuk, ha a tyQ v a ló sz in ü sé g e t  
m egszorozzuk az (n-0 a lk a tr é s z b ő l á l ló  rendszer h ib á t la n  
működési id e jén ek  sű rű ség fü ggvén yével, s in teg rá lu n k  0 -  
t ó l  oo - i g .  / 6 /  fe lh a sz n á lá sá v a l kapjuk, hogy
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9 ( t h q f e Uj? (" ï'lq p " '' ‘ À e l'" l>M(u -^ ) '[ ln 4 -i)
=  9 j ^ e ^ Z ( nr'J9lp ° '" ‘l n - W + * t f - i l i+ M )
Véve a A£ =  z  h e l y e t t e s i t é s t , majd e lv ég ezv e  az in ­
t e g r á l  a l a t t i  ö ss z e g e z é s e k e t , az  a lá b b i tömörebb a la k o t  
nyerjüks
c f l i ) = q ( n - < ) J é ' ' ^ i + q 2 ) - i ^ l i + q z f ' z ] d z =
О
ао  ^ ^
= qtn-í) J é nz( i+ tyz) fp+9 z) d z
Az utóbbi in t e g r á l t  b ecsü lv e  a L a p la c e -fé le  m ódszerrel 
kapjuk, hogy
/1 0 / CJ (4)
Továbbá C^ (<) + p(<) = 1 a la p já n
p(f)~ P + l T -/11/
I l l  -
/ 1 0 /  i l l .  / l l / - g y e l  szám olva, / 3 / - a t  fe lh a sz n á lv a , k i­
szám íthatjuk  a p +H) i l l .  Cjr (l) m en nyiségeket, majd
/ 1 0 / ,  /1 1 /  és / 3 /  so ro za to s egym ásutáni a lkalm azásával 
a g l l ) , р*Ц) i l l .  Q (/) ; p í/j v a ló sz in ü sé g e k e t
rendre m eghatározhatjuk, kinthogy a [ ï //) , M O ]
M arkov-lánc ergod ik u s, a
( 9 ,  cf ; p" p 'J  ( 9W, 9  ff) ; p  (/), p 7/)J
határérték ek  lé t e z é s e  b i z t o s í t o t t .  Ezeknek a h a tá rér té ­
keknek az a n a lit ik u s  m eghatározása még az  m=2 esetb en  
i s  k e r e sz tü lv ih e te t le n n e k  lá t s z ik .  Konkréten a d o tt p,ty 
i l l .  o(,ß m e lle t t  azonban számológép s e g í t s é g é v e l  ig en  
könnyen k iszám íth a tók .
I I a Modell
Azt a t é n y t , hogy rendszerünk a lk a tr é sz e in e k  é le tta r ta m  
e lo s z lá s á t  az / 1 /  sűrűségfüggvény j e l l e m z i ,  a rendszer  
ü z e m e lte té sé v e l k a p cso la to s  kérdések v iz s g á la tá n á l  még 
a következőképpen i s  fe lfo g h a tju k :  az a lk a tr é sz e k e t  ho­
mogéneknek te k in t jü k , ezen a z t é r tjü k , hogy a kezdő 
p illa n a tb a n  a rendszerben  lév ő  és a cserék h ez raktáro­
z o tt  a lk a tr észe k  eg y szerre  mind c^ v a ló sz ín ű s é g g e l  
к-ad rendű Erlang—e lo s z lá s ú  élettartam m al rendelkeznek .
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Miután m eghatároztuk a ren d szerre  vonatkozó b izonyos  
k a r a k te r is z t ik á t  VC^ - t  azon f e l t e v é s  m e l l e t t ,  hogy az  
a lk a tr é sz e k  mind i  darab lámpából á lla n a k , akkor az 
/ 1 /  f e l t é t e le z é s ü n k  a z t  fo g ja  eredm ényezni, hogy a s z ó -  
banforgó k a ra k te r isz tik á n k a t a QKí ö sszeg
a lap ján  k e l l  számítanunk« A továbbiakban te h á t most rög­
z ít jü k , k-nak vesszü k  az a lk a tr é sz e k  lámpáinak szám át,
A kezdő t= o  p illa n a tb a n  a ren d szer  minden egyes a l ­
k a tr é s z é t  újnak t e k in t jü k . Olyan p il la n a tb a n , amikor 
va lam ely ik  a lk a trészn ek  az u to ls ó  ép lám pája i s  k ié g ,  
a ren d szer t m eghibásodottnak te k in t jü k , u j j a l  c se r é ljü k  
k i az e lr o m lo tt  a lk a t r é s z t ,  s t e s z t e l é s t  hajtunk v é g re , 
melynek k övetk eztéb en  még to v á b b i, e l  nem rom lott a lk a t­
r é sz ek e t i s  k icseré lü n k #  P éld áu l k ik ö th e tjü k , hogy egy 
t e s z t e l é s  során ú jak k a l h e ly e t t e s í t j ü k  az  г- n é l  ( r ^ k )  
kevesebb ép lámpát tarta lm azó  a lk a tr é s z e k e t .  Vagy az  
e ló zö  pontban e m líte t th e z  hasonlóan f e l t é t e l e z h e t j ü k ,  
hogy egy olyan  a lk a t r é s z t ,  mely a t e s z t e l é s  p i l la n a tá ­
ban i  darab lámpából á l l ,  C^ i v a ló sz ín ű s é g g e l k erü l 
k ic s e r é lé s r e #  Az e m l í t e t t  e ls ő  k i c s e r é l é s i  e lv  ennek 
s p e c iá l i s  e se tek én t te k in th e tő  0 ^ = 0  ( i= r » r + l ,  • .  #m ) 
és Ы, =* .......=*ЫГ., *=* 4 v a ló sz ín ű sé g e k  v á la s z tá s a
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m e l le t t .  Kendszerünkkel ú j t ó l  k ap cso la tb a  hozható az  
e lő z ő  pontban é r te lm e z e tt
ш ~ [ щ  m...... Ш }
v a ló s z in ü s é g i v e k to r , mely ez  e se tb en  i s  ergod ikus láar- 
k ov-fo lyam atot a lk o t .  I n tu it iv e  v i lá g o s ,  hogy most i s  
minden egyes a lk a tr é s z  egyforma v a ló sz ín ű s é g g e l fo g  
egy k iszem elt p illa n a tb a n  i  darab ép lámpát t a r t a l ­
m azni. Ez ese tb en  v is z o n t  az a lk a tr é sz e k  k ö zö tt erősebb  
l e s z  a k ö lcsön ös fü g g ő ség , fők én t akkor, amikor az r 
a к-h oz  k ép est nem tú lsá g o sa n  k ic s in y ,  i l l e t v e ,  amikor 
az  Ы, -k  nagy i -k r e  i s  szám ottevőek . Ezért a ren d szert  
l e i r ó  ^ ( t )  fo lyam at e lo sz lá sá n a k  p o l in o m iá l is s a l  va­
ló  k ö z e l í t é s e  nem le h e t  mindig in d o k o lt . A k ésőb b iek  so ­
rán а к=2 és r = l e s e t  tá r g y a lá sá n á l erre  konkrétabban  
rá  i s  fogunk m u tatn i. A y ( t )  v ek tor  pontos e lo s z lá s á t  
l e i r ó
/ 1 2 /  ........W O - ' * }
v a ló sz ín ű ség ek re  f e l ír h a t ó  egy v ég es d if fe r e n c iá le g y e n ­
le t - r e n d s z e r ,  de az tú lsá g o sa n  b o n y o lu lt  s m egoldása r e -
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m énytelennek l á t s z ik ,  к=2 é s  r = l e se tb en  az  em lí­
t e t t  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  ren d szer  á t te k in th e tő  s meg­
adhatók a /1 2 /  a l a t t i  j e l e n t é s s e l  b iró  s ta c io n á r iu s  va­
ló sz ín ű sé g e k . Minthogy ez  e se tb en  i1+i1 =  n  , e z é r t  
elegendő a A.n-iM h e ly e t t  a j e l ö l é s t  v en n i.
Egyszerű meggondolások so r o za tá v a l b e lá th a tó , hogy a 
q ^ (t) függvények az  a lá b b i d i f f e r e n c iá le g y e n le t  rend­
sz e r t  e l é g í t i k  k i:
/1 3 /
i \  m e lle tt
f y  li)  = -  Л  n f y  It) +  A  (  n  -  /  +  1 ) 9 / _ ,  (t)
i =  0 - ro
9ÓM=-An90W + Z  AjÇjiéJ
/1 3 /~ a t  most q„(o) = i és ty(o)=0 f(>o) k e z d ő fe lté ­
t e l  m e l le t t  k e l l  tek in ten ü n k . / 1 3 / - b ó l  a szok ásos utón  
m eghatározhatjuk a
/1 4 /  9; =^//m 9,W
h a tá r v a ló sz in ü sé g e k e t . Végeredményben a következő ered­
ményre jutunk:
/1 5 / ( о ^  I ^ n )
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h o l
/ 16/ ^  “  £
M egmutatható, hogy a jLi!{?Ilösszeg
nfe"‘l i « f d *
О
in te g rá la la k b a n  á l l í t h a t ó  e lő ,  m elyből a L a p la c e -fé le  
b e c s lé s i  e l j á r á s s a l  nyerjük a
/1 7 / Яír
a sz im p to t ik á t . Könnyen e l le n ő r iz h e tő  továbbá, hogy ha 
p ( t ) - v e l  j e lö l j ü k  annak a v a ló s z in ü s é g é t ,  hogy a t  p i l ­
lanatban egy k isze m e lt a lk a tr é s z  2 lámpát tarta lm azzon , 
akkor
/ха/
о
h o l H(n) a ren d szer  so ro za to s  m eghibásodásai k ö z t i  
időtartam ok /e z e k e t  j e lö l jü k  T ^ - k k e l /  á l t a l  érte lm e­
z e t t  m egú ju lási folyam at un. á t la g  vagy f e l u j i t á s i  függ­
vén ye . Innen adód ik , hogy
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p — lim pli) = -nT  ril [ -тг—
t-+œ' n j e  (l+z.) dz
O
cô  ^ I—=-
F elh aszn á lva  az n f e n2( ^ z) dz ^  a sz im p to -
O
tik u s  r e l á c i ó t ,  nyergük, hogy
/1 9 /  Ç = f - p ~ 9 „ ~  f i f e
Szám ítsuk most k i az  M  ï 2 ér ték et*  Kapjuk, hogy
/20/ AH-bZiUflir-nt}.
(=0
m elyről az  a láb b i e g y en lő ség so ro za t a la p já n  győződhetünk
meg:
n) i- n> 1rs i) n ‘ n - f
i l n r  =  7 r Z . (n - l' i r ~ 7 P r [ 1-0
L  í ( ‘
i-o
_/ r n-i i п-г A 1
- M l ï - L î ]
n-i
T e k in te t t e l  / 1 9 / - r e ,  v e h e tjü k , hogy
Azt mondhatjuk t e h á t ,  hogy úgy képződik  / s  eg y u t-
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t a l  M ï ^ n p  ~  n ( l -  1-%f) i s /  m intha a K“  f í 1 ( 0  
v ek tor  k ö z e l (n ,p )  param éterű b in o m iá lis  e lo s z lá s ú  
v o ln a . Azonban ez  n in c s  ig y ,  amire már az i s  rám utat, 
hogy D í í lén y eg esen  e l t é r  n p q ~ ( jp -  
- t ő i .  Különben i s ,  könnyen lá th a tó ,  hogy a / 1 5 /  a l a t t i  
e lo s z lá s  k ö z e l sem te k in th e tő  (n ,p )  param éterű binomiá­
l is n a k . Ez i s  arra enged k ö v e tk e z te tn i , hogy a I I .  M odell 
e se té n  a ^ ( t ) e lo sz lá sá n a k  p o l in o m iá l is s a l  v a ló  h e ly e t ­
t e s í t é s é n é l  ig en  óvatosnak k e l l  lennünk.
Végül m egem lítjük még, hogy a t e k i n t e t t  m=2 és r= l  
esetb en  a T ^ -k  /a  ren d szer  m eghibásodásai k ö z t i  id ő ta r ­
tamok/ fü g g e tle n e k , azonos e lo sz lá su a k
p {  % ~ * j
г _лпх . 4 ,ni - e  (uXx) ,
0Ч
X ^ o  
X <0
e lo s z lá s  fü ggvén n yel. Az MT várható  ér ték re  érvényes 
az N r - д а  a sz im p to tik u s r e lá c ió .  Egy t e s z t e l é s
során k ic s e r é l t  a lk a tr é sz e k  várh ató  é r té k é t  p ed ig  
M h ~ f ¥  a la p já n  szám íth a tju k .
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A sz im u lá c ió s  e l j á r á s r ó l
M a t  már e m l í te t t ü k ,  a  v i z s g á l t  r e n d s z e r  gazdaságos 
ü z e m e lte té sé n e k  m egszervezéséhez  szü k ség es  k a r a k t e r i s z ­
t ik á k  /m in t  p l .  a  c^,, 4  ; k = l ,2 , . . . , m  v a ló s z in ü s é g e k /  
az  e s e te k  túlnyom ó tö b b sé g éb e n  nem h a tá ro z h a tó k  meg ana­
l i t i k u s  u tó n . E z é rt a z  un . sz im u lá c ió s  e l j á r á s h o z  k e l l  
fo rd u ln u n k , mely e se tü n k b e n  lényegében  a k ő v e tk ező k b ő l 
á l l :  -  E le k tro n ik u s  szám ológépen v é le tle n s z á m  -  gene­
r á ló  p rogram  s e g í ts é g é v e l  e l ő á l l í t u n k  szám unkra szü k sé ­
ges e l o s z l á s t  k ö v e tő  v é l e t l e n  szám okat s ezek  s e g í t s é ­
g é v e l ism é t az  e le k t r o n ik u s  szám ológépen im i t á l j u k  a 
re n d sz e rü n k k e l k a p c s o la to s  í ( t )  fo ly a m a to t . L e g fig y e l 
h e t jü k  ig e n  h osszú  id ő ta r ta m ra  vonatkozó  r e a l i z á c i ó i t  a 
^ ( t )  fo ly am a tn a k . L inden  egyes r e a l i z á c ió b ó l  nyomon 
k ö v e th e tjü k  a r e n d s z e r  m egh ibásodási p i l l a n a t a i t ,  s emel 
l e t t  m inden m egh ib áso d ást k ö z v e t le n  m egelőző és követő  
p i l l a n a t b a n  ö s s z e s z á m lá lh a t ju k  a z t ,  hogy hány a lk a t r é s z  
t a r t a lm a z  p o n to san  i  da rab  h i b á t l a n  lám p á t. Ha ezek 
s p e c i á l i s a n  Dj ( t ' j  J i l l .  /?/ ( l , j )  -n e k  adód­
nak a j - d i k  t r a j e k t ó r i a  / - d ik  m egh ibásodási p i l l a n a ­
tá b a n ,  akkor
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c~ (/) -t il cUlí-t
n< W  il1- n' ^
(N -  a m e g f ig y e lt  t r a j e k t ó r i a  szám) á t la g o k k a l  b e c s ü l ­
h e t jü k .  h aso n ló an  já rh a tu n k  e l  akkor i s ,  ha más k a ra k ­
t e r i s z t i k á j á t  a k a r ju k  a re n d sz e rn e k  k is z á m íta n i .  Emlí­
t e t t ü k  a b e v e z e té s b e n , hogy c é l s z e r ű  a re n d s z e re n  b iz o ­
nyos e lő r e  m e g h a tá ro z o tt p i l la n a to k b a n  i s  t e s z t e l é s t  
h a j t a n i  v é g re .  Az i ly e n  id ő p il la n a to k n a k  a n a l i t i k u s  
u tó n  tö r té n ő  m egadása ig e n  b o n y o lu lt  f e la d a tn a k  l á t s z i k .  
A sz im u lá c ió s  e l j á r á s  i t t  i s  s e g íts é g ü n k re  l e h e t ,  b á r  
j e l l e g é n é l  fogva nem e l é g í t h e t i  k i  m inden ig é n y ü n k e t.
S z ó ln i k ivánunk  v ég ü l még néhány m eg o ld a tla n  p roblém á­
r ó l .  Amint l á t t u k ,  egy a lk a t r é s z  m eghibásodása á l t a l  
l é t r e jö v ő  t e s z t e l é s  m e g v á l to z ta th a t ja  más a lk a t r é s z e k  
to v á b b i é l e t t a r t a m á t ,  a z a z  b izonyos k ö lc s ö n h a tá s  á l l  
fe n n  a r e n d s z e r  a lk o tó r é s z e i  k ö z ö t t .  Ez tö b b ek  k ö z ö tt  
a z t  e red m én y ez i, hogy ha k iv á la s z tu n k  k é t  a l k a t r é s z t ,  
ak ko r azon esem ények k ö z ö t t ,  hogy az  e g y ik  i  d a ra b , 
a m ásik  j  d a rab  h ib á t l a n  lám pát t a r t a lm a z ,  fü g g ő sé g i 
v isz o n y  á l l  f e n n . A X( t )  v e k to r  csak  akkor v o ln a  pon-
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to s a n  p o l in o m iá l i s  e lo s z lá s ú n a k  t e k i n t h e t ő ,  ha  ez  a  függő­
ség  zé ru s  le n n e .  K é rd és , m ilyen  e rő s  a z  e m l í t e t t  fü g g ő sé g i 
k a p c s o la t ,  s  m ilyen  m értékben  e n g ed i meg a  k ö z e l í tő  p o l i ­
n o m iá lis  e lo s z l á s  h a s z n á l a t á t .  E rre  a  k é rd é s re  i s  kapha­
tu n k  némi f e l v i l á g o s í t á s t  a  s z im u lá c ió s  e l j á r á s  a la p já n .
A *í(t ) im i t á l á s a  á l t a l  n y e r t  t r a j e k t ó r i á k o n  k e r e s z tü l  
az  e m l í t e t t  fü g g ő sé g i k a p c s o la to t  s t a t i s z t i k a i l a g  v i z s ­
g á lh a t ju k .  E gyen lő re  a  sz e rz ő k  c sak  e z t  a  m ódszert a j á n l ­
h a t já k  a  p o l in o m iá l is  e lo s z lá s  h a sz n á lh a tó sá g á n a k  e ld ö n ­
té s é h e z .  M ásik problém a a  k i in d u ló  é s  a  t e s z t e l é s e k
so rán  a  c s e r é k e t  m eghatározó  v a ló s z ín ű s é g e k  m egvál­
t o z t a t á s á v a l  k a p c s o la to s .  M indkét t i p u s u  v a ló s z ín ű s é g e k  
megadása e lé g  gazdag s t a t i s z t i k a i  a d a th a lm a z t ig é n y e l .  
I ly e n e k , nem i s  s z ó lv a  ezek  k i é r t é k e l é s i  e re d m é n y e irő l, 
e z id e ig  nem á l la n a k  a  sz e rz ő k  r e n d e lk e z é s é r e .  A c^ va­
ló s z ín ű s é g e k k e l  k a p c s o la to s a n  m eg em lítjü k  még, hogy ha 
a  m érnöki t a p a s z t a l a t  so rá n  egy ú jo n n an  e l ő á l l í t o t t  a l ­
k a t r é s z  é le t ta r ta m á n a k  e lo s z l á s á r ó l  v an  b izo n y o s f e l v i ­
l á g o s í tá s u n k ,  akko r e z e k e t a  v a ló s z in u s é g e k e t  a z  empi­
r ik u s  e lo s z l á s  sű rű ség függvényének  / 1/  t ip u s u  k i f e j e z é s ­
s e l  tö r t é n ő  k ö z e l í t é s e  so rá n  n y e rh e t jü k .  K érdéses ugyan 
még a z ,  hogy le h e ts é g e s - e  az  e m l í t e t t  k ö z e l í t é s .  E zz e l 
a  sz e rz ő k  egy k é ső b b i d o lg o z a tb a n  szándékoznak  majd fo g ­
l a lk o z n i .
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Sjijn_m _a_r_y
Author su g g ests  two m athem atical models fo r  in v e s t ig a t in g  
problem s a r is in g  a t o p era tio n  o f  a system  c o n s is t in g  o f  
many p a r ts ,  e .g ,  o f an e le c t r o n ic  computer. Author s tu d ie s  
th e  mean-time betwen th e  f a u l t s  o f  th e  system  and a lso  
th e  average number o f  p a r ts  to  be changed in  th e  course 
o f  in d iv id u a l t e s t s  a t s e le c t in g  a d e n s ity - fu n c t io n  o f  th e  
typ e
fo r  th e  l i f e - s p a n  o f  th e  p a r ts .
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Komplex s t a c io n á r iu s  Gauss Larkov fo ly am at " c s i l l a p o d á s i "  
p a ram éte rén ek  b e c s lé s e  és k o n f id e n c ia  in té rv ü l l im a in a k
m e g sz e rk e sz te s s
A ra tó  L á tyás
1 . § . A problém a f e lv e té s e
A ^( t )=  ^ ( i )+ iy ( t )  komplex s t a c io n á r iu s  Gauss í,.arkov 
fo lyam at k i e l é g í t i  a
/ 1/ d $ ( i )  + d X ( t )
s z to c h a s z t ik u s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t ,  aho l
У =  Л — fid , X (tj = í j t )  + i £г(1)
Az ^ -^ (t)  és ^ ( t )  k é t  fü g g e t le n  *V iener-folyam at
M  d C , U ) =  M  d £ , H ) = 0; M ( d £ , f = M ( d í $ -
p a ra m é te re k k e l , iz e k b ő l  a f e l t e v é s e k b ő l  k ö v e tk e z ik , hogy 
к $ ( t )  = о és ^ ( t )  k o v a r ia n c ia  függvénye
/2/ МЦН) f Ï Ï T f ) ]  = G2 exp {-Ain -  i u i T J
aho l 6 *2“  /д  . Az a p a ra m éte r a z  é ,  és 2 " f e hé r  
z a j"  fo ly am ato k  i n t e n z i t á s á t  je lle m z ő  p a ra m é te r , mig X 
a £ ( t )  fo ly am at " c s i l l a p o d á s i "  p a ra m é te re . A to v á b b i­
akban f e l t e s s z ü k ,  hogy az  UJ p a ra m é te r  ism e rt s c sak  X
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b e c s lé s é v e l  fo g la lk o zu n k *  Az e g y sze rű sé g  k e d v é é r t  legyen  
a = 1 , ekkor
M  f i i )  = M  rf(tí  =  -jt p
J e l ö l j e  L a közönséges Lebesgue m é rté k e t a  f ( 0 )  s ik o n  
é s  W a ^(ij— Ç(o) növekmények t e r é n  a  Í O , T l  i n t e r ­
vallum ban  fü g g e t le n  komponensü k é td im e n z ió s  W ie n e r-m é rté k e t, 
Legyen V = LxW ezen  k é t  m érték  d i r e k t  s z o r z a t a .  Ha P 
j e l ö l i  a f e n t i  t ) fo ly am ath o z  t a r to z ó  m é rté k e t a  1 0 . T ]
in te rv a llu m o n  é r te lm e z e t t  r e a l i z á c i ó k  t e r é n ,  a  P m érték  
a b s z o lú t  fo ly to n o s  l e s z  V -re nézve s a  m e g fe le lő  Radon- 
A/ikodym d e r i v á l t  a l a k já r a  a k ö v e tk ező  k i f e j e z é s t  k a p ju k .
/ 5/ 4E .  = J L  e%p [ -  xW 2d V  ТГ ÀS, + ÀT + U ) T r ]
a h o l
/ V
I 0 ‘] ; 4-ßßll ‘dt r=-Lflç(tll*d9 
çith I f W l  e "
O
î en)
A / 3 /  ö s sz e fü g g é sb ő l l á t h a t ó ,  hogy -  is m e r t  Gü e s e té n  -  
S* j 5* e lé g sé g e s  s t a t i s z t i k a  re n d s z e r  az  i s m e r e t le n  A 
p a ra m é te r re .  / 3/ - b ó l  A maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s é r e
Aój — ó i - f - 7  =  0/ 5/
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adódik, vagy a A / — К  j e l ö l é s s e l
/5’/ K 2- ^ i  + К  ( -у- — /j — / = 0
Az / 5 /  e g y e n le t  e g y e tle n  p o z i t iv  m egoldása
/ 6 /  Î  =  - f c - T M w - r M s í
л 2 i ;l
l e s z ,  s e z t  a maximum lik e l ih o o d  b e c s lé s t  h aszn á lju k  f e l  
a továbbiakban. Könnyű b e lá t n i ,  hogy
рх f  Á x )  =  Px [ s í -  -±s — ' - ( t-  s ,V *o ) = £ f j & W  > 7 x  +
Bevezetve а X - Ay é s  £= AyS* + j e l ö l é s t
/7/ /3 f^AyJ-Ç[j>Xy.+/j
Szükségünk van te h á t a  ^ v a ló s z in ü s é g i  v á lto z ó  e lo s z ­
lásfüggvényének a m eghatározására. Amint [I]  -ben  megmu­
tattam  az  s f / S/ v á lto zó k  e g y ü tte s  e lo sz lá sá n a k  ka­
r a k te r is z t ik u s  függvénye
f s, (<*.,<*») =  А У ( еsi , **
i«,$? t  sí
k X  {л1—2 ío t . ) * - e
£ AT
/ 8/
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a la k ú , ahonnan lá th a tó ,  hogy As,2 ; k a r a k te r is z ­
t ik u s  függvénye
/ 8 V
J K-kH - 2i*i
k H - i i t J e  ___
l e s z .  Ugyanakkor Ç k a r a k te r is z t ik u s  függvénye
/ 0 /  ./) ____________ b l H . ' U  ________________ ______
alakú*
Adott к  ( i l l .  A ) é s  a d o tt p v a ló s z ín ű s é g i  s z in t  
e se té n  szükségünk van annak az у értéknek a meghatáro­
zására , melyre t e l j e s ü l  a
%{U*y}-p
ö ss z e fü g g é s . Amennyiben nem s ik e r ü l  £ e lo s z lá s á t  e x p l i ­
c i t  alakban megkapnunk, a fe la d a t  nagypontоsságu  k ö z e l í tő  
m egoldása ig en  nagy numerikus munkát ig é n y e l .
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2 . Д .  K ö z e l í té s e k  k i s  és nagy__У é r té k e k re
2 2Lévén mind S, mind S, p o z i t i v  v a ló s z in ü s é g i  v á lto z ó k  
a  — íc * = p  h e l y e t t e s i t é s s e l  és - p -  - v e i  v a ló  s z o rz á s ­
s a l  / 9 / - b ő l  a   ^ v a ló s z in ü s é g i  v á l to z ó  / ” fx) e lo s z ­
lásfü g g v én y én ek  L ap lace  t r a n s z f o r m á l t j á r a
m  n Pi -
, ,  2 К-»chtz tfp
__________  k  ( 1 +2.Ц p) 'Q  _____ __
p l ( U y p  + V f+ 2 y ip ) - ( l + y p - b + 2 y ‘p ) 2. é 2K'l , ' 2'l 'p]
ad ó d ik , L an t is m e re te s  az  Г  és  Г  k ö z ö t t i  ö ssze fü g g és
G-Woo
— Á
/ 2/
Г " Ç-iCD
AZ U + 2 < f p ) - 6  h e l y e t t e s i t é s s e l  adódó ß  (S) L a p la c e -  
t r a n s  z fo rm á lt
b ♦*« QO
^ M = 2 f r /  Ф
16yle*fs/V Gfs)=
(s  ■- fl
(ahol a = 2 y - l)  G(x)  ősképe és /- fX) k ö z ö t t i  k a p c s o la t
Fix)-  е * - Б ( - ф )/ V
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a . /  Az / 1 . 9 /  ö ssz e fü g g é sb ő l könnyű b e l á t n i ,  hogy
azaz  £ egy k é t  szab ad ság fo k ú  x  - e lo s z l á s ú  v á l t o ­
zóhoz t a r t ,  ha  K -+ Q  . Ugyancsak e g y sz e rű  sz á m o lá s sa l 
a d ó d ik , hogy
b u ^ i o J L a ]  = & s ) ‘h o  K ^ °
es íg y
( p - l ) ( p + Q )
-(2y-0xШ =  e  -  e
/ 2 . 4 /  f e lh a s z n á lá s á v a l
X
Ш  =  0  ^  =  /  -  e
_ x _
У
/ 1 . 7/  a la p já n  x k i s  é r t é k e i r e
/ 5 /  { ^ A y ) = / ^ { f > K y t < J ~ b ^ ( « y + y )  =  e
-K  + ÿ-
A / 2 . 5 /  ö ssz e fü g g é s  a la p já n  x=o e s e té n  különböző p 
v a ló s z in ü sé g e k  m e l le t t  y - r a  a z  a lá b b i  é r té k e k  adódnak .
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n*p{X/>Ay] O.OOl 0 .0 1  0 .0 2 5 . 0 ,0 5 0 .1 0 .9
у 1000 9 9 ,9 0  59 ,60 19,52 9,5Ю 0,4352
0 .9 5 0 ,9 7 5 0 .9 9 0 .999
0 ,3 3 5 1 0 ,2620 0 ,2 1 6 5 0 ,1460
í
b . /  Az /1 * 9 /  ö ssze fü g g é sb ő l a W  v a ló s z ín ű s é g i v á l­
to zó  k a r a k te r is z t ik u s  függvényére К -►c d  e s e té n  a kö­
vetk ező  k ö z e l í t é s  adódik*
Щ )
,  I ,  ,  ! « 1 *  « - « { Í ^ I Í T f eЩ - 2 щ  7g) • e
/в /
rsj • ‘U-2<yfti-e____________________
rV
( 2 + о Щ Г - ( о ( ^ Г ё ®  C
te h á t   ^ k ö z e l í t ő le g  norm ális e lo s z lá s ú  y* >C várható
é r ték k e l é s  y W  s z ó r á s s a l ,  A / 2 , 6 /  ö ssze fü g g é s  a la p ­
it
ján te h á t  чс k ö z e l í t ő le g  norm ális e lo s z lá s ú  v  várható  
é r ték k e l é s  \/кГ s z ó r á s s a l ,  ilym ódon a
z t2
/ 7 /  P [ í C < y A : } « P [ K ^ K t 2 l í i r ]
\[z ¥ j
r d i
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a s s z im p to t ik u s  ö ssze fü g g és  a la p já n  -  a d o t t  p s z i n t  e s e ­
t é n  -  y a n o rm á lis  e lo s z lá s  Zp k v a n t i l i s é v a l  a  k ö v e t­
kező k a p c s o la tb a n  á l l !
/ 3 /  y - *  + i t
Az a lá b b i  t á b l á z a t  a n o rm á lis  e l o s z l á s s a l  v a ló  k ö z e l i t é s  
e s e té n  y é r t é k e i t  a d ja  meg kü lönböző  V  é r té k e k r e :
< \ p 0 .9 9 9 0 ,9 9 0 ,9 7 5 0 .9 5 0 .9 0
10 1 ,972 1 ,734 1 ,620 1 ,516 1 ,403
100 1 ,5090 1,2326 1,1960 1,1645 1 ,1281
1000 1 ,0934 1,0702 1 ,0592 1,0496 1 ,0390
Ezen é r té k e k k e l  tö r té n ő  k ö z e l i t é s  p o n to s s á g á ró l  a  c ik k  
végén s z e re p lő  tá b lá z a tb a n  lév ő  v a ló d i  é r té k k e l  v a ló  ősz— 
s z e h a s o n l i tá s  a la p já n  d ö n th e tü n k .
Az / 1 , 6 /  b e c s lé s  a la p já n  b e lá th a tó ,  hogy К k i s  é r t é ­
k e i r e  -jp  t o r z i t a t l a n  és " j ó ” b e c s lé s e
l e s z ,  mig К nagy é r t é k e i r e
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l e s z  -j- t o r z i t a t l a n  " jó "  b e c s lé s e  /M egjegyzendő, hogy sem S» 
sem Sj nem "m egengedhető" b e c s l é s / .  M ivel az  S,2 s t a ­
t i s z t i k a  k isz á m o lá sa  ig e n  e g y sz e rű , nagy g y a k o r la t i  j e l e n ­
tő s é g g e l  b i r  annak m e g h a tá ro z á sa , hogy m ilyen  ta rto m án y b an
használhatjuk megbízhatóan a A paraméter becslésére.
г
H asonló a  h e ly z e t  az  s t a t i s z t i k á v a l  tö r té n ő  b e c s lé ­
sek  e s e té b e n  i s .  E zz e l a  p ro b lém áv a l egy k ü lö n  d o lg o z a tb a n  
k ivánok  f o g la lk o z n i .
ö s s z e h a s o n l í t á s u l  közlöm  a z  S, s t a t i s z t i k á v a l  tö r té n ő  
k ö z e l í t é s  és a maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s  á l t a l  s z o lg á l ­
t a t o t t  у é r té k e k  t á b l á z a t á t  ve = 1/10  és 4  = 1 /2  
e s e té n  / z á r ó je lb e n  a  maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s e s  eredm é­
nyek s z e r e p e ln e k / .
-  l e ­
p
к \ 0 ,1 0 ,0 5 0 ,0 2 5 0 .0 1 0 .0 0 1 _____ 0 .9 0
1 /2 / 4 ,0 8 / / 5 ,5 9 / / 7 ,2 4 / / 9 ,5 8 / /1 6 ,3 6 /
4 ,8 7 ,0 11 ,0 1 6 ,8 2 5 ,0 0 ,4 8
1 /10 / 6 ,7 9 / /1 0 ,9 2 / /1 6 ,2 0 / / 2 5 , 0 0 / /5 3 ,3 3 /
6 ,8 6 1 1 .3 1 7 ,4 2 8 ,0 60 ,0 0 ,4 4 6
0 ,95 0 ,9 7 5  ....... 0 .9 9 0 ,999
0 ,38 0 , 3 3 0 ,2 5 0 ,1 7
0 ,346 0 ,2 8 1 0 ,2 2 5 0 ,1 5 1
Innen lá th a tó , hogy 4 ~ l / 1 0 - t ő l  az  5* b e c s lé s i á i
h aszn á lh a tó .
3» §» K özelí t é s egzakt form ulákkal.
Az / 1 . 5 /  ö ssz e fü g g é sb ő l adódó
t ö t / e ’ l / p e K<? r  f l i p - O - ( I I p - p )
( p - f l W í í p W  à  ( f F + f f f p + o ) “
-2UKÍp
e
v é g te le n  s o r f e j t é s s e l  e lő á l ló  Laplace tran szform ált meg­
fo rd ítá sá n a k  gon d o la tá t v iz s g á lju k  meg az  alábbiakban. 
Amennyiben m egelégszünk VC nem tú lsá g o sa n  k i s  é r té k e ir e  
tö r té n ő  k ö z e l í t é s s e l ,  k iin d u lá sk én t v iz s g á lju k  meg a fe n ­
t i  ö sszeg  e ls ő  tagjának  in v erz  L a p la c e -tr a n sz fo r m á ltjá t:
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— IC fjô
QÍB1_ ____i ä y V j f i L e ___
m  ( p - O W p H j ' - d f p t o ) *
Egyszerű, de hosszadalm as szám olásokkal adód ik , hogy
t e v e f p e ' *  Г ( , i  2  ] _
( q  ~~ / )*  ( p  — T j l i W W  ( f p ^  ( / p H ) ( | f p t o )J
f e l t é v e ,  hogy y /  1 , mert ekkor a = 1 és a p a r c iá l i s  
tö r te k r e  bontás másképen tö r té n ik  /e r r e  a k érd ésre  még 
v is s z a té r ü n k /.  Most fe lh a sz n á lv a  [ 5 ] t á b lá z a t a i t  az  egyes  
tagok in v e r z e i  megkaphatók, mégpedig /z á r ó je lb e n  az id é -
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z e t t  könyv form uláinak szám ozását használom / 
/2 3 .1 0 3 /  a lap ján :
/2 3 .9 8 /  a lap ján :
-Klip
p e  
P - 1
+JJ U - e  *
f f T
/2 3 .1 1 3 /  a lap ján :
I— -KÍp
É [ e
5 - ( ^ - q) °1/p+Q
/2 3 .1 1 8 /  a lap ján :
.-----Klip _KÍpwe
f p+Q
e &‘
V r T
!^ íp fo*ípl , 'P * *  f |^ '® Cr_í20!,+^ e  + Ö^~
- J R -  ë * [ b 2 d t ] - o ( 2 + K a
-Kip
(§ Н ]Г  ~щ=ёи [l+2t] -  (2+ <C+2í) e ” * ^ -  + f t ” J
ah o l X г
^ x , = r / e"u f ' . 
j V *A Éybíxj ез ^  k ö z ö t t i  ö ssze fü g g é s:
ф (х )  =  2 [ ф  (<Í2 x ) - ± ]
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I d é Ki*M eghatározható még (^   ^ —^  in v e r z e . Ehhez f e l  k e l l  hasz­
n á ln i a következő ö ssze fü g g ések  e g y ik é t / 2 0 . 2 7 /  i l l .
/ 2 0 .2 6 /
oo X*
f ( ' í p ) ^ * X W p ’ j T e № - f l r l d T , ho f(P) ~ f t t )
Ö
2
i f @ — - 4 r J e S ' ■ № >  d T  : ho f i p ) ~ m
ah o l /2 3 .3 6 /  a lap ján :
é s  az ism ert ö ssze fü g g ések  a lapján
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a z t  kapjuk, hogy
-kíp
ifp e
к*
ÜT
A f e n t i  ö ssze fü g g ések  a lap ján
9  (p )* ^G (é h jÿ i j j i  
i+ w r
t± , o2f < __ !_
A (ct-i)1 о -l
1
о -1
f ffl 
(o-1)(ol-D
“ Í V  [ i - V l ï ï ï - f t h [<“ Ф ( ж +^ ] } ( т ^ 0 1‘Ь(о -^ -о )  +
К 0 "R- í 2 q , 2 \ ,
2WTT e Mo1-O 1 + Cq—4)(o*-l) / ~h
+  е ° +° [ i - p f á + z f r ) ]  ( ( £ ^ - ( a - , f ( b T ^ r )  +
+ l i r - ° ) w r eH (~û*-T"+" (û-lf(û4)h
-  o& t Í2 + к о  + 2r f ^Je Q+fl,í[ b + û 1/7)]+
+  -5ГГГ e  ^  +
+  ( { _ ú 4 ' ) ( 2 'fK H ' 2^ e  [^ ~ Ф (2 ¥  + ^ ) ]  +
+ (~ t + zr=r)(^+ 2f) +
- | е +К[ Ь ф ( ^ + ГГ)][2^+/(2К + 5 )^ к н -0 г- - | - 1] +
+  T  [2**+^  +  KÍÜ
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Tovább e g y sz e r ű s ítv e
о ^ т ~ )+
+ -V  [ ь ф [ ^  +fi")JK -  (Û^ ÏF + ~ Q = r  -  ( а  - 4)'*" + T + _F + T +
+ e [ i-cp fâ  + alfï)] ( ^ ï  4- (Q-.-^ Qtjn +
20 KO1 l d i  ) I
(o M )  û 2- 1 " û * - f  / 4
+ ÿfj^ е~* Ф  + Т + ^  + 0 ^  + q^ ] }
é s  innen
ь!§7т}г +
i  + 2K
+ [ Ь ф (^ Г  ■*#)][{ + Û^T + + '" T ■+ (o ^ p  + £(2 tK + A -M 2] +
+ e tC H3K +оЧ Г• [ Ь Ф № + ° « f + ß = A w  -  д а ] +
4-
К-ИГ+Ке  *
И *  +  *  +  - 5 - + г £ г  +  < # - ]
ö ssze fü g g és  a la p -A már is m e r te te t t  F(
ján (a = 2 y -l b e h e ly e t t e s í t é s é v e l  ) í
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é s
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Ismét megjegyzem, hogy az e l ő á l l í t á s  y = l-r e  nem érvé­
n y es . M ásrészt, m ivel к  nagy é r té k e ir e  (k  ~ 1 0 ,  к  ) 
várható jó  k ö z e l í t é s  l - 0 (x )  a sz im p to tik u s e l ő á l l í t á s á t  
k e l l  szá m o lá si célokra h a sz n á ln i, annál i s  inkább , mert
2 К
sz e r e p e l e  és h ason ló  hatványok, melyek e lő á l l í t á s a  
К ^ 1 0 0  e s e té n  nem v a ló s í th a tó  meg gépen.
E zért x  i  2 e se tén  az
e  У ^ - 2 ( ........]
a sz im p to tik u s e l ő á l l í t á s s a l  k e l l  d o lg o z n i, / v . ö .  [5 ] 2 2 5 . 0 . /
A f e n t i  k ö z e l í t é s s e l  tö r té n ő  szám ítások a la p já n  -  am int 
a z t  az a lá b b i tá b lá z a t i s  m utatja -  nem re m é lh e tő  sem egy­
szerű  ö ssze fü g g ések  k e r e s é s e , sem a szám ítások  p o n to ssá g á ­
nak n ö v e lé s e , ö s s z e h a s o n lítá s u l  közlöm V: =100 e s e té n  a 
v a ló d i ,  a norm ális e lo s z l á s s a l  v a ló  k ö z e l í t é s b ő l  n y e r t ,  s 
a f e n t i  ö ssz e fü g g é sb ő l n y er t у érték ek  t á b lá z a t á t ,(Ç{k >*y})
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Külön m egjegyzendő, hogy a f e n t i  k ö z e l í t é s  k é p le te k k e l  
tö r té n ő  h a szn á lh a ta tla n sá g á t m utatja az a té n y , hogy ameny- 
nyihen az in v erz  Laplace tra n sz fo rm á lta t numerikus in te g ­
r á lá s s a l  nyerjük , hason ló  e lh a n y a g o lá ssa l -  m int a m elly e l  
g ( p)  adódik -  már vr =10 e se té n  jó k ö z e l í t é s  adód ik .
Az e lő b b i pontban is m e r te te t t  e ljá r á s  nem v e z e t e t t  ered­
ményre а К  k is  és nagy é r té k e i k ö z ö t t i  k ö z e l í t é s  kérdé­
séb en , Így e ls ő  te k in te tr e  ta lá n  meglepőnek tű n ő , de szá­
m olási szem pontból e g y á lta lá n  nem le k ü z d h e te t le n  akadályt 
j e le n tő  numerikus in te g r á lá s  gon d o la tá t i s  k i  k e l l e t t  pró­
b á ln i .  Ehhez az e ls ő  pontban f e l i r t  / 1 . 2 /  k é p le tb ő l k e l l  
k iin d u ln i .  Ha az
k ép le tb en  G v á la sz tá sa  sz er en csésen  tö r té n ik  -  m ivel 
x=Vy+l és \< nagy és k ic s in y  ér ték ek et i s  f e lv e h e t  -  a 
numerikus in te g r á lá s  nagy p o n to ssá g g a l e lv é g e z h e tő . Ott 
ah o l a szám olások nehezen v ih ető k  véghez /tú ls á g o s a n  nagy 
gépidő szük séges e g y e tle n  in te g r á l  m eghatározásához/ a kö­
z e l i t ő  formulák j ó l  h aszn á lh atók . A
4 . § . A pontos szám ítások  /numerikus in t e g r á lá s /
г к ho К -  <
 ^ к hO К >1
- l e ­
v á la s z tá s s a l  az  Fç (куИ)  
ző in t e g r á l la l  fe je z h e tő  k i i
e lo sz lá s fü g g v é n y  a k övetk e-
(0
i(*y*f>**K * (  1 -  fí+2y*£ + i2(/s )
I_____ 6______ < ♦ j t f 1?  f l 2 q * 3  ' ___________________  _____Wc
^ +iys+iT*2yl6+i2y,s J —[l+y£ *iys~^2^H2i/s J'e1*/ 4t2y*S+i2y,s j
M ivel a jo b b o ld a lon  szerep lő  in t e g r á l  v a ló s  r é sz ér e  van 
csak szükségünk, az
г  ^ ( и 2 и жВ) +{2уг5)г У= 0 гС ^ т Л у ' 5
j e l ö l é s s e l
(2)
Г М - ГГ
*<кУ+‘> Í ç L i fr f ( ç  -  is) { C0s[(tcy ♦ 1)5 + Щ  +151/т[(ку4 l)s +4>/2 ]}
_J(<52+s*)(Mi +'A ]i [cos[кHr sin'ijfz)+isin(K{rr s/h%)J-fß,+/£,]*•
• &'зк^С0**г-[ссв(к{г siо /^z)—isin(к ifr sm$}]] ^
ahol
Д -  /4,(5) — ( 1 *уБ t  Г* C05%)
A r A 2(s) =  fi/5 + Г* S//7 % )
6, -  a f e )  =  ff i - y s - r ^ c o s t y z  )
8 ,=  fî2(s) =  (l/S -  ГУд S//7 %  )
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Legyen most
^  o ( t ~ c o s ( K f i : s i n f 2 Í A r A l ) - l B Í - e Í ) e * KÍPau^ ] - 2 s i n ( K f  s /n f2 )[A 1A 2+ B A é  ]
и г —$ю (к(г sin% )[(ArA*J +1б£-В£)е '*] +2зл11&Бю%)[АА2+ В Д ё2 ]
Ï  =  (Ky + 1)s + t/z
Akkor
(5)
2 e Kí,“#Fco*1®^ ||P |g c°sr +&sinr + /jfr sinr-scosr)]
h lKy+1h tr e  J  (ç*+ s>) ( ы < + < ч ] d s
ahonnan csak  a v a ló s  r é sz  f ig y e le m b e v é te lé v e l
r ,  ,  2 e “ a'V“ F e ' , ' fr™ , l l k [ 6 co3b s ^ i ( j t ^ 6 Sm i - Sa By ] } ^ .
h lK* 1 ~  ~ r ~ J  l s t e № * ä )
Az in t e g r á lá s i  határok m egválasztása  -  hogy a p on tosság
у» Г P O  P O  1
lega láb b  10 nagyságrendű leg y en  -  e lő b b [-jgÿ—; irg-J
[ 30 30 1-jçÿ-; icy—J alakban t ö r t é n t  / a  programban 
fig y e lem b ev ettü k  [ - i -щ р ] é s  [ -Jg- i -|§p-] tartom ány­
b e l i  in t e g r á l  k iszá m ítá sá t i s ,  e z  azonban mindig k iseb b  
ér ték e t a d o tt a megkívánt p o n to ss á g n á l/ . Egy i ly e n  in te g ­
r á l  k iszá m ítá sa  az tffiAL-2 gépen -  a Simpson form ula a lap­
ján -  5-15  p erce t v e sz  igén yb e . P igyelem bevéve, hogy ne­
künk a z t  az  y é r té k e t  k e l l  megkeresnünk, m elyre F(*y+<)*>p 
/ a d o t t /  у-ban  még egy i t e r á c ió t  i s  végre  k e l l e t t  h a j ta -
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n i .  Abból a c é lb ó l ,  hogy m inél kevesebb in te g r á l  k iszám í­
tá s á t  végezzü k  e l ,  az i t e r á c i ó t  m indig a már más Vc-ra 
k isz á m íto tt  érték ek  f ig y e le m b e v é te lé v e l  és k ö z e l i t ő  y 
érték ek b ő l n yert in te r p o lá c ió  s e g í t s é g é v e l  k é z i u tón vé­
geztem e l .  Ez leh ető v é  t e t t e  a sz e m lé le te s  utón  tö r té n ő  
e l le n ő r z é s é t  i s  a k ap ott szám olási eredményeknek. A f e n t i  
eredmények egy r é sz é t  -  m ivel az  k a p cso la to s  Kolmogorov 
és  S z in a j ja l  / lá s d  [6] /  régebben p u b lik á lt  eredményeink­
k e l -  a [2] cikkemben i s  közöltem ,
5 . §« A ko n fid enc ia  in tervallu m ok  gra f ik us sz e r k e sz ­
t é s e  és tá b l ázatok
Az alábbiakban megadjuk a {* > ку] =  P ö ssze fü g g é ­
sekb ől (p = 0 ,l ;  0 ,0 5 ; 0 ,0 2 5 ;  0 ,0 1 ;  0 ,0 0 1 ; 0 ,9 ;  0 ,9 5 ;  0 ,9 7 5 ;  
0 ,9 9 ; 0 ,9 9 9 )*  az у é r té k e k , valam in t a *cy érték ek  
g ö r b é it .  A tcy görbék s e g í t s é g é v e l  sz er k e sz th e tő ek  
ve -r a  k o n fid e n c ia  in terv a llu m o k , a ic -m agasságú v i z s z in -
Л
t e s  m etszésp o n tja i adják а К b e c s lé s  különböző s z in tű  
k o n fid e n c ia  in te r v a llu m a it .
-  143 -
Irodalom :
[1] Arató L, : F olytonos á lla p o tú  karkov-folyam atok
s t a t i s z t i k a i  v iz s g á la té ir ó l , I I I .  MTA*
I I I .  O szt. Közlem ényei 14 /1 9 6 4 /  No3. 
317-330.
[2] Arató L,  t V ü c s is z le n ije  d o v e r ite ln il  h grande d ija
paramétra Hza tu h a n ija ” komplexnogo 
sztacion arn ogo  gausszovszkogo markovszkogo 
p ro cessza .
/S a j tó  a la t t  a T e o r ija  V erő ja tn o sz te j c .  
fo ly ó ir a tb a n ./
[3] D itk in  V.A.-Prudndkov A .P .: Szpravocsnyik po opera-
cionnomu i s c s i s z l e n i j u ,  Moszkva, 1965. 
V üszsaja S k ola .
[4] G radstein  I .S z .-R ü z s ik  J .k .  : T ablicu  in te g r a lo v ,
szumm, rjadov ip r o iz v e g y e n ij* koszkva, 
1962. F izm atg iz .
[5j Fuksz B .A .-L ev in  B .R .: Ojfracionnoje  i s z c s i s z l e n i e .
koszkva, 1962.
[GJ Arató L .-Kolmogorov A .N .-S z in a j Ja .G .: Ob ocenke
parametrov komplexnogo sztacion arn ogo  
gaussovszkogo p r o c e ssa . D.A.N. 1 46 /1962 / 
747-750 .
144
S _Ц _т_ш_а _г _у _
E stim ation  and confidence l im i t s  fo r  the " /dropp ing11/  
parameter Л o f the complex s ta t io n a r y  Gaussian  
karkovian p r o c e ss .
The complex s ta t io n a r y  G aussion karkov process i s  r e la te d  
by the covarian ce  fu n c tio n  Affft+s)£ftj =  S2e x p [ - / l s |- /ujs]
We assume th a t  to i s  known, but  ^ unknown (MÇUJ^O)
We get e x a c t  form ulas fo r  th e  approaching d is t r ib u t io n  of 
the maximum lik e lih o o d  e s t im a tio n  o f  1 . There are
computed th e  confidence l im it s  fo r  A in  the in te r v a l  
0 .1  £ A é  100 . We g iv e  ta b le s  and f ig u r e s  o f th e  eva lu a ­
t io n s  a t  th e  l e v e ls  с/ = O . i ,  0 .0 5 ,  0 .0 2 5 , 0 .0 1 ,  0 .0 0 1 ,
0 .9 ,  0 .9 5 ,  0 .9 7 5 , 0 .9 9 ,  0 .9 9 9 . The method what we used  
i s  the n u m erica l in te g r a t io n  o f th e  c h a r a c te r is t ic  fun c t io n .
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T áblázat ^ »y  ( i l l e t v e  y ) é r té k e ir e  a P Í \C>V<»y) s  p 
ö ssze fü g g é s  alapiján
\  p * \
0 .1 0 0 0 .0 5 0
0 0 0
(9 .5 1 0 ) (1 9 .5 2 )
0 . 0 5 - -
0 . 1 0 .679 1 .092
(6 .7 9 0 ) (1 0 .9 2 )
0 .2 1 .123 1 .6 6 6
(5 .6 1 5 ) (8 .3 3 0 )
0 .3 1 .4 7 4 2 .1 1 9
(4 .9 1 3 ) (7 .0 6 4 )
0 .4 1 .773 2 .4 7 8
(4 .4 3 2 ) (6 .1 9 5 )
0 .5 2 .0 3 9 2 .7 9 3
(4 .0 7 7 ) (5 .5 8 6 )
0 .6 2 .2 7 9 3 .0 7 1
(3 .7 9 9 ) (5 .1 1 8 )
0 .7 2 ,5 0 3 3 .3 3 3
(3 .5 7 5 ) (4 .7 6 2 )
0 .0 2 5 0 .0 1 0 0 .001
0
(3 9 .6 0 )
0
(9 9 ,9 0 )
0
(1000)
- 1 ,660
(3 3 .2 0 )
3.800
(7 6 .0 0 )
1 .620  
-1 6 .2 0 )
2 .5 0 0
(2 5 .0 0 )
5.333
(5 3 .3 3 )
2 .350
(1 1 .7 5 2 )
3 .368
(1 6 .8 4 )
6 .336
(3 1 .6 8 )
2 860 
(9 .3 5 ? )
3 .9 7 5
(1 3 .2 5 )
7 .0 0 4
(2 3 .6 8 )
3 .270
(8 .1 7 5 )
4 .4 1 8
(1 1 .0 4 5 )
7 .697
(1 9 .2 4 2 )
3 .622
(7 .2 4 3 )
4 .7 9 0  
(.9-580 )
8 .178
(1 6 .3 5 5 )
3 .938
(6 .5 6 3 )
5 .166
(8 .6 1 0 )
8 .573
(1 4 .2 8 9 )
4 .2 2 5
(6 .0 3 6 )
5 .481
(7 .8 3 0 )
8 .931
(1 2 .7 5 8 )
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0 .8 2 .7 2 3 3 .580 4 .4 9 6 5.781 9 .250
(3 .4 0 4 ) (4 .4 7 5 ) 5 .6 2 0 ) (7 .2 2 6 ) (1 1 .5 6 2 )
0 .9 2 .9 2 7 3 .812 4 .7 4 8 6 .057 9 .5 9 4
(3 .2 5 2 ) (4 .2 3 5 ) (5 .2 7 6 ) (6 .7 3 0 ) (1 0 .6 6 0 )
1 . 3 .1 2 4 4 .0 3 2 4 .9 8 0 6 .317 9 .8 9 2
(3 .1 2 4 ) (4 .0 3 2 ) (4 .9 8 0 ) (6 .3 1 7 ) (9 .8 9 2 )
1 .5 4 .0 2 0 5 .028 6,» 068 7 .4 8 4 11 .208
(2 .6 8 0 ) (3 .3 5 2 ) (4 .0 4 5 ) (4 .9 8 9 ) (7 .4 7 2 )
2 . 4 .8 3 2 5 .916 7 .0 2 0 8 .492 12 .348
(2 .4 1 6 ) (2 .9 5 8 ) (3 .5 1 0 ) (4 .2 4 6 ) (6 .1 7 4 )
2 .5 5 .592 6 .7 4 8 7 .9 0 3 9 .4 4 8 1 3 .40
(2 .2 3 7 ) (2 .6 9 9 ) (3 .1 6 1 ) (3 .7 7 9 ) (5 .3 6 0 )
3 . 6 .3 2 1 7 .5 3 0 8 .7 3 3 10.329 14 ,256
(2 .1 0 ? ) ( 2 . 5 1 0 ) (2 .9 1 1 ) (3 .4 4 3 ) (4 .7 5 2 )
3 .5 7 .0 2 5 8 . 2 9 2 9 .5 2 4 11.172 15 .309
(2 .0 0 7 ) (2 .3 6 9 ) (2 .7 2 1 ) (3 .1 9 2 ) (4 .3 7 4 )
4 . 7 .7 3 2 9 .020 1 0 .3 1 6 11.988 16 .204
(1 .9 3 3 ) (2 .2 5 5 ) (2 .5 7 9 ) (2 .9 9 7 ) (4 .0 5 1 )
4 .5 8 .5 0 4 9 .7 3 8 11 .052 12.789 17.082
(1 .8 6 3 ) (2 .1 6 4 ) (2 .4 5 6 ) (2 .8 4 2 ) (3 .7 9 6 )
5 . 9 .0 4 5 10.450 11 .750 13 .55 1 7 .9 1 5
(1 .8 0 9 ) (2 .0 9 0 ) (2 .3 5 4 ) (2 .7 1 0 ) (3 .5 8 3 )
5 .5 9 .6 9 7 11.132 12 .507 14.322 1 8 .7 6
(1 .7 6 3 ) (2 .0 2 4 ) (2 .2 7 4 ) (2 .6 0 4 ) (3 .4 1 1 )
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6 . 10 .538
(1 .7 2 5 )
11.820
(1 .9 7 0 )
1 3 .2 3 6
(2 .2 0 6 )
15.072
(2 .5 1 2 )
19 .572
(3 .2 6 2 )
6 .5 10 .985
(1 .6 9 0 )
12 .487
(1 .9 2 1 )
13.942
(2 .1 4 5 )
15.815
(2 .4 3 3 )
2 0 .3 3 2
(3 .1 2 8 )
7 . 11 .641
(1 .6 6 5 )
13 .153
(1 .8 7 9 )
1 4 .631
(2 .0 9 1 )
16.527
(2 .3 6 1 )
2 1 .1 0 5
(3 .0 1 5 )
7 .5 12 .233
(1 .6 3 1 )
13 .815
(1 .8 4 2 )
1 5 . 3 2 2
(2 .0 4 3 )
17.250
(2 .3 0 0 )
2 1 .9 3 0
(2 .9 2 4 )
8 . 12 .856
(1 .6 0 7 )
1 4 .4 6 4
(1 .8 0 8 )
16 .000
(2 .0 0 0 )
17 .960
(2 .2 4 5 )
2 2 .6 7 2
(2 .8 3 4 )
8 .5 13.472
(1 .5 8 5 )
15 .113
(1 .7 7 8 )
16 .677
(1 .9 6 2 )
18 .558
(2 .1 9 5 )
2 3 .4 6 8
(2 .7 6 1 )
9 . 14 .085
(1 .5 6 5 )
15 .750
(1 .7 5 0 )
17 .343
(1 .9 2 7 )
19 .368
(2 .1 5 2 )
2 4 .2 1 9
(2 .6 9 1 )
9 .5 14 .706
(1 .5 4 8 )
16 .398
(1 .7 2 6 )
18 .003
(1 .8 9 5 )
2 0 .0 3 6
(2 .1 0 9 )
2 4 .9 6 6
(2 .6 2 8 )
10 . 15 .50
(1 .5 5 0 )
1 7 .0 1
(1 .7 0 1 )
18 .67
(1 .8 6 7 )
2 0 .6 3
(2 .0 7 3 )
2 5 .7 5
(2 .5 7 5 )
2 0 . 2 6 .9 8
(1 .3 4 9 2 )
2 9 . 2 1
(1 .4 6 0 6 )
3 1 .2 5
(1 .5 6 2 7 )
3 3 .74
(1 .6 8 6 9 )
39 .62
(1 .9 8 1 0 )
50. 38.32
(1 .2 7 7 4 )
4 0 .8 8
(1 .3 6 2 5 )
4 3 .6 2
(1 .4 4 0 7 )
4 6 .11
(1 .5 3 6 5 )
52 .71
(1 .7 5 7 0 )
4 0 . 4 9 .41
(1 .2 3 5 3 )
52 .28
(1 .3 0 7 0 )
54 .88
(1 .3 7 2 0 )
58 .06
(1 .4 5 1 6 )
6 5 .1 6
(1 .6 2 9 0 )
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50. 6 0 .5 8 6 5 .5 0 6 6 .26 6 9 .7 4
(1 .2 0 7 5 ) (1 .2 7 0 0 ) (1 .5 2 5 2 ) (1 .5 9 4 7 )
60 . 7 1 .2 4 7 4 .6 1 77 .66 81 .32
(1 .1 8 7 5 ) (1 .2 4 5 5 ) (1 .2 9 4 5 ) (1 .5 5 5 5 )
7 0 . 8 2 .0 5 8 5 .62 88 .87 9 2 .7 8
(1 .1 7 1 9 ) (1 .2 2 * 2 ) (1 .2 6 9 6 ) (1 .3 2 5 4 )
80. 9 2 .7 3 9 6 .5 7 100.00 104.12
(1 .1 5 9 8 ) (1 .2 0 7 1 ) (1 .2 4 9 9 ) (1 .5 0 1 5 )
90. 105 .46 1 0 7 .4 8 111 .06 116 .36
(1 .1 4 9 5 ) (1 .1 9 4 2 ) (1 .2 5 4 0 ) (1 .2 8 1 8 )
100. 114.15 118 .52 122 .05 126 .54
(1 .1 4 1 5 ) (1 .1 8 5 2 ) (1 .2 2 0 5 ) (1 .2 6 5 4 )
7 7 .4 6
(1 .5 4 9 1 )
3 9 .56
(1 .4 9 5 0 )
101 .24
(1 .4 4 6 5 )
112.90
(1 .4 1 5 7 )
1 24 .84
(1 .5 8 7 1 )
156 .41
(1 .5 6 4 1 )
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P
*  ч 0*999 0 .990 0 .9 7 5 0 .950 0 .9 0 0
0 0 0 0 0 0
(0 .1 4 6 0 ) (0 .2 1 6 5 ) (0 .2 6 2 0 ) (0 .5 5 5 1 ) (0 .4 5 5 2 )
1® 0 .2 2 4 0 .2 9 8 0 .5 5 4 0 .4 2 0 0 .5 1 9
(0 .2 2 4 ) (0 .2 9 8 ) (0 .5 5 4 ) (0 .4 2 0 ) (0 .5 1 9 )
1 .5 0 .5 4 1 0 .4 7 4 0 .5 6 7 0 .6 6 9 0 .8 1 6
(0 .2 2 7 ) (0 .3 1 6 ) (0 .5 7 8 ) (0 .4 4 6 ) (0 .5 4 4 )
2 , 0 .480 0 .670 0 .802 0 .9 3 6 1 .130
(0 .2 4 0 ) (0 .5 3 5 ) (0 .4 0 1 ) (0 .4 6 8 ) (0 .5 6 5 )
2 .5 0 .6 4 0 0 .8 8 5 1 .050 1 .220 1 .4 5 6
(0 .2 5 6 ) (0 .5 5 4 ) (0 .4 2 0 ) (0 .4 8 8 ) (0 .5 8 3 )
3 . 0 .8 0 4 1 .119 1 .317 1 .518 1 .8 0 0
(0 .2 6 8 ) (0 .5 7 3 ) (0 .4 5 9 ) (0 .5 0 6 ) (0 .6 0 0 )
3 .5 0 .9 9 4 1 .362 1 .595 1 .827 2 .1 4 6
(0 .2 8 4 ) (0 .3 8 9 ) (0 .4 5 5 ) ( 0 . 5 2 2 ) (0 .6 1 5 )
4 . 1 .1 8 4 1 .616 1 .880 2 .1 4 8 2 .5 0 4
(0 .2 9 6 ) (0 .4 0 4 ) (0 .4 7 0 ) (0 .5 3 7 ) (0 .6 2 6 )
4 .5 1 .3  77 1 .886 2 .1 8 5 2 .4 7 5 2 .8 6 7
(0 .5 0 6 ) (0 .4 1 9 ) (0 .4 8 5 ) (0 .5 5 0 ) (0 .6 5 7 )
5 . 1 .595 2 .1 6 0 2 .4 8 5 2 .810 3 .2 5 5
(0 .5 1 9 ) (0 .4 5 2 ) (0 .4 9 7 ) (0 .5 6 2 ) (0 .6 4 7 )
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5 .5 1 .8 1 $
(0 .3 3 0 )
6 . 2 .0 8 2
(0 .3 4 7 )
6 .5 2 .3 0 8
(0 .3 5 5 )
7 . 2 .5 7 6
(0 ,3 6 8 )
7 .5 2 .8 3 5
(0 .3 7 8 )
8 . 3 .096
(0 .3 8 7 )
8 .5 3 .383
(0 .3 9 8 )
9 . 3 .690
(0 .4 1 0 )
9 .5 3 .962
(0 .4 1 7 )
10. 4 .2 2
(0 .4 2 2 )
2 0 . 10 . $6 
(0 .$ 2 7 8 )
2 .4 4 2 2 .800
(0 .4 4 4 ) (0 .5 0 9 )
2 .7 3 6 3 .120
(0 .4 $ 6 ) (0 . 5 2 0 )
3 .0 3 6 3 .445
(0 .4 6 7  ) (0 .5 3 0 )
3 .3 4 6 3 .780
(0 .4 7 8 ) (0 .5 4 0 )
3 .6 4 $ 4 .1 1 8
(0 .4 8 6 ) (0 .5 4 9 )
3 .952 4 .4 5 6
(0 ,4 9 4 ) (0 .5 5 7 )
4 .2 8 4 4 .7 9 4
(0 .5 0 4 ) (0 .5 6 4 )
4 .6 0 8 5 .157
( 0 . 5 1 2  ) (0 .5 7 3 )
4 .9 3 0 5*510
(0 .5 1 9 ) (0 .5 8 0 )
5 .2 7 5 .8 8
(0 .5 2 7 ) (0 .5 8 8 )
1 2 .4 2 13 .42
(0 ,6 2 0 8 )  (0 ,6 7 0 8 )
3 .146 3 .608
(0 .5 7 2 ) (0 .6 5 6 )
3 .492 3 ,984
(0 .5 8 2 ) (0 .6 6 4 )
3 .8 4 8 4 .374
(0 .5 9 2 ) (0 .6 7 3 )
4 .2 0 0 4 .753
(0 .6 0 0 ) (0 .6 7 9 )
4 .5 5 2 5 .145
(0 .6 0 7 ) (0 .6 8 6 )
4 .9 0 4 5 .528
(0 .6 1 3 ) (0 .6 9 1 )
5 .296 5 .933
(0 .6 2 3 ) (0 .6 9 8 )
5 .661 6 .345
(0 .6 2 9 ) (0 .7 0 5 )
6 .042 6 .726
(0 .6 3 6 ) (0 .7 0 8 )
6 .4 1 7 .1 4
(0 .6 4 1 ) (0 .7 1 4 )
1 4 .3 5 15.51
(0 .7 1 7 3 ) (0 .7 7 5 5 )
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50. 1 7 .4 1 2 0 .1 5 2 1 .4 9 22 .73 2 4 .2 5
(0 .5 8 7 1 ) (0 .6 7 1 5 ) (0 .7 1 6 3 ) (0 .7 5 7 6 ) (0 .8 0 8 2 )
40. 24*99 23 .22 2 9 . 8 6 31 .36 33 .17
(0 .6 2 4 7 ) (0 .7 0 5 5 ) (0 .7 4 6 5 ) (0 .7 8 4 0 ) (0 .8292  )
50. 52 .60 56.50 38 .42 4 0 .13 4 2 .2 4
(0 .6 5 2 0 ) (0 .7 5 0 0 ) (0 .7 6 8 3 ) (0 .8 0 2 6 ) (0 .8 4 4 7  )
6 0 . 4 0 .6 9 4 4 .8 4 4 7 .0 9 49 .00 5 1 .35
(0 .6 7 8 0 ) (0 .7 4 7 5 ) (0 .7 8 4 9 ) (0 .8 1 6 7 ) (0 .8 5 5 9 )
70 . 4 8 .5 8 55 .49 55 .78 57.97 6 0 .5 6
(0 .6 9 4 0 ) (0 .7 6 4 2 ) (0 .7 9 6 7 ) (0 .8 2 8 3 ) (0 .8 6 5 1 )
80. 5 6 .74 6 2 .13 6 4 .7 6 67 .05 6 9 .9 4
(0 .7 0 9 2 ) (0 .7 7 6 6 ) (0 .8 0 9 5 ) (0 .8 3 8 4 ) (0 .8 7 4 2 )
90. 6 4 .8 9 7 0 .97 7 3 .6 8 7 6 .2? 7 9 .1 1
( 0 . 7 2 1 0 ) (0 .7 8 8 5 ) (0 .8 1 8 7 ) (0 .8 4 7 4 ) (0 .8 7 9 0 )
100. 7 5 .2 3 79 .72 8 2 .69 85 .33 88 .47
(0 .7 5 2 5 ) (0*7972) (0 .8 2 6 9 ) (0 .8 5 3 3 ) (0 .8 8 4 7 )
= p
ä
и
9
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t .
y értekei
Pk ( к > k y  j = p
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0,5
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m
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-  160 - K"lj értekei
p« ( í > 4 ' p  p- ° r
20
—г~
30 40
~i—
50
—J—
60
—г~
70
~ Г ~
8 0
—г~
90
27
26
- 161 -
K~ y értékéi 
Px { k > k . y ) r p
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E gyenletek  megoldása szak aszon k én ti p er tu rb á c ió v a l I I .
Prey Tamás
1 . §« B evezetés
Az i n t é z e t i  Közleményünk e lő z ő  számában m egjelen t c ik k ­
hez az alábbiakban hozzáfűzzük az onnét lem aradt tá b lá ­
z a to k a t. Néhány továb b i eredm ényről és a lk a lm azásró l i s  
beszám olunk. Első h e ly re  k ín á lk o z ik  annak a gondolatnak  
a to v á b b fe j le s z t é s e ,  hogy a Runge-Kutta t ip u su  e lj á r á ­
soknál a megelőző lép ések ben  sz á m íto tt  növekményeket 
fe lh a sz n á lju k  az újak k é p z é sé n é l, am elyet a 2 .  §-ban a 
k la s s z ik u s  Runge-Kutta e ljá r á s r a  i s  k ite r je s z tü n k , i l y -  
módon ig e n  nagymértékű ta k arék osságo t b iz t o s í t v a .  Ennek 
j e le n tő s é g é t  j ó l  é r z é k e l t e t i  a m ostani Közleményszámunk 
egy c ik k e  ( [ l j ) •  A 3 .§ -b a n  v is z o n t  egy nagyon fo n to s  uj 
a lk a lm azásró l számolunk b e .
i
2 .§ .  " ö le lk ező "  Runge-Kutta form ulák k o n stru k ció ja
E d o lg o za t e ls ő  részéb en  ( l . [ 2 ] )  már f e lv e t tü k  azt a 
g o n d o la to t, hogy e lő z ő  rész iaérva llu m ok  növelm én yeit 
fe lh a sz n á lju k  újak k é p z é sé n é l. Rövid példaként megadunk
lí.
egy "egypontos" harmadrendű form ulát (h - n e l  arányos
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h ib á ju t , am elyet a k la s sz ik u s  Runge-Kutta m ódszerrel csak  
akkor leh etn e  b i z t o s í t a n i ,  ha rész in terva llu m on k én t nem 
egy , hanem három pontban számolnánk fü g g v é n y é r té k e t) , 
majd r é s z le te s e n  tá rg y a lju k  a k étp on tos negyedrendű fo r ­
m ulát. Ezután röv id en  vázo lju k  a to v á b b fe j le s z té s  módját 
i s .
A harmadrendű form ulánál e g y e tle n  kQ segédnövekményt 
k ész ítü n k  abból a c é lb ó l ,  hogy az x  = f  ( t , x )  d if fe r e n ­
c iá le g y e n le t  (x  i t t  Banach t é r b e l i  á lta lá n o s  vá ltozó  
le h e t )  ( t Q,x 0) ponton k iin d u ló  in teg rá lg ö rb éjén ek  
( t Q+hi xQ+ д х (Ь )) p o n tjá t  h ism eretében  a k^(h) = 
AXÍhj+Ofh1') növekménnyel k ö z e lít s ü k . kQ meghatáro­
zásán á l azonban fe lh a sz n á lju k  a megelőző r é s z in t e r v a l -  
lumra kapott k_^ j e lű ,  ső t az azt m egelőző r é s z in te r ­
vallum ra kapott k_ 2  j e lű  segédnökményt i s .  íg y  a
/1/
form ulákra jutunk
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Az e l le n ő r z é s t  a " k é ts z e r e s” lép ésk ö zre  adódó (azaz a 
( t Q-h ; x_^) pont a lap ján  a t Q+h; x_^+ Ax(2h) pont 
alapján a t 0 +h; x  n + x(2h) pont meghatározásban sz e ­
rep lő ) k j (2 h ) s  A x(2h) + O(h^) form u lával le h e t  e lv é g ez n i:
k3 (2h) = (-y  + ^ ) k . 3—(i + ~^f)k-z +("f  + k-1 / 2 /
M egem lítjük, hogy / 2 /  nem b iz t o s i t  " k ifo g á sta la n "  e l l e n ­
ő r zé st / l / - h e z ,  mert a negyedrendű tagok  együ tth ató ib an  
k^(h) é s  k^(2h) nem azonos stru k turáln ak» az a tén y  
azonban, hogy k^(2h) erősen " v isszan yú l"  m egelőző r é s z in  
tervallu m okra, e z t  e lé g g é  durvává t e s z i  ahhoz, hogy a
I k3(2h) -  k3(hj X.,) - k3 (hjXo) |
k i f e j e z é s  á lta lá b a n  e lé g  durva f e l s ő  b e c s lé s e  a 
lk3(h;Xo) -  AX (h;Xo) I h ibának.
A ta p a s z ta la t  s z e r in t  kevésbé r o n tja  a k ö z e l í t é s  jó sá g á t ,  
ha csak a segédnövekmények k é p zésén é l nyúlunk v is s z a  meg­
e lőző  r é sz in te rv a llu m o k r a , mint ha ezek et a sú ly o z o tt  kö­
zépben i s  s z e r e p e lt e t jü k . Ezért / 1 /  h e ly e t t  inkább a já n l­
juk az alábbiakban kim unkálásra k erü lő  k étp on tos negyed­
rendű fo rm u lá t. Ennek stru k tú rá ja
k, -  h f l L + o h j  Xo+oísk-t+t i tk- z+oí ik- , )
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k 2 = hfUo + b h j  xQ + ß 2k - 2  t ß i k i  + ß X )
к  — R 4k i  * R z^2 = к k [h)
ahol az
Q = d 3 + ck2 +o(, es b =  ß z + ß  i+ßo
egyen letek nek  fenn k e l l  á l ln io k .  E m iatt -  fig y e lem b e-  
v é v e , hogy к negyedrendben p on tos, é s fe lh a sz n á lv a  a 
[2 ]-ben r é s z le te s e n  kim unkált s o r b a fe j t é s i  módszereket 
a k -ra  vonatkozó eg y en le tek  két csop ortra  esnek s z é t .  
Az e lsőb en  az cL -k  é s  ß -к  eg y á lta lá n  nem sz e r e p e l  
nek:
h f együttható: 1 i l l • R  ^ +
h'Df
1
2 ///. /?,о+ /?2Ь
h 3i f f
1
6 ill.
h k[ f {
1
Я i l / ? , | 5 + / ? /
Ebből
R r R z -  2 i o -  3 6
0
1 ь = Ц &
adódik . Az Ы -k  és (3--к m eghatározása c é ljá b ó l
" v is s z a  k e l l  mennünk" a sorozatb an , hogy t . i .  k , é s
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ig y  кд^  i l l .  k2 so r fe jté sé b e n h* e g y ü tth a tó i még
pontosak leg y en ek , k ^ , kg, és k- l i s  harmadfokú
p o n to ssá g g a l, azaz k_^, k_£ és k-4 még másodfokú pon-
to ssá g g a l ( f i  a ( t 0 ,x Q) pontra vonatkozó s o r f e j t é s t
i l l e t ő e n )  szü k ség esek . Ezt azonban a é s  b ism e re té ­
ben, továbbá a [2] d o lgoza t 1 . s e g é d té te le  a lapján  köny- 
nyen meg tudjuk a d n i. A később ú g y is  sorrak erü lő  szám í­
tá s  r é s z l e t e i t  e lh agyva , az a lá b b i érték ek  adódnak:
0 3^ =  0
1 ,1 3 -3  .
12 '
3~213
k
1+2Í3 .
k I
k í S - 3
12
3 ± f i
3
Formuláink teh á t
k2 = h f ( i .  + ^ - h j  х , + Щ ^ - к . 2-
k j h ) =  А X (h) i  0 ( h 5) - { k t + { k z
b ß - з
~ Ч Г ~
\+ 2ß
~ Y ~ k-t +
3+ ß
/ 5 /
A "dupla lépésközhöz" ta r to z ó  form ulák m iatt az a lá b b i­
akban meghatározzuk b izonyos számú k^ hatván ysorát;  
ennek a lap ján  arra i s  v á la s z t  tudunk ad n i, hogy hogyan 
le h e t  " e lin d u ln i"  a /?>/ form ula h a s z n á la tá v a l. A "dupla
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lép é sk ö z h ö z"  ta r to z ó a n  i t t  sem a z t  az e lm é le t i l e g  " jo b b "  
fo rm u lá t  h a tá ro z z u k  meg, am ely k ^ (h ) -v a l  még az ö tö d ­
fo k ú  ta g o k  s t r u k tú r á já b a n  i s  m egegyezik , m ert ehhez 
" tú ls á g o s a n  v is s z a  k e l le n e  nyú lnunk" a m egelőző r é s z i n t e r ­
v a llu m o k ra , hanem m egelégszünk egy o lyan  k ^ (2h) f e l é p í ­
t é s é v e l ,  am ely ugyancsak 0 ( 3 2 h s) n agyság rendű  h ib á t  
t a r ta lm a z  (de az ö tö d ren d ü  tagokban  tö r té n ő  e g y e z te té s  
h iá n y a  m ia t t  á l t a lá b a n  más e g y ü t th a tó v a l ,  m in t k^ (h ) 
h i b á j a ) .  E c é lb ó l  még k_ 2  és  k_-^  i s  n egyed foku , azaz 
к 7| é s  k _2 harm ad, k_^ é s  k__^  m ásodfokú p o n to s ­
sá g g a l adandók meg:
k_6 =  h f U o - M + ^ G - h ;  X - 3 +  j  =
- h f o - l ^ h ’D f  ,
k_s =  h f ( L - 3 h  + í t M - h ,  X3 + ) -
= h U - ^ b 2D f * 0 ( h 3) ,
_ t,!0 f) + Щ (hí -  ^  h’Df f 0(h3) ]=
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h f  I L  ~ 2 h  + - Ц в - h , u - 2 h f .  + 2 h ‘D f.  + Щ г - Н ;  -  
-  h ‘D L  f . . .) -  ^  ( h í
. . . J J -
= h f  [ L - ^ j p h  ; x „ - - 2 ^ h f ,' +  Л г/ ? / °  f  0 / W J =
-  h f - ^  h ‘D f+  h W + i L g i h % D f + m ,
A '. ,  = h f l L - h + ^ h i  x . - h f . + - £ D f . - g D ‘f - g f i D f  +
+ lz|ß (/,/„ _ 9|й h >Df f  M f h V U  ^ h % û f +  ) + 
( h f - ^  h 2û f  i  h V f
i D f  ï O M h h f - l f - r f D f  + +
+ -  â i f f ï  /,‘û y  -  h3/-; i f f  -
D f  * o t h V
к ., - h f  [ i v - h +  - g  —  h t xa - h f 0 f  —  û / " o -  g -  0  f - - g - f x D f  +
+  J ^ ( h f - a ^ - h 2D f + ^ f h V h  
- ^ t h f - ^  W + ^ h ' l f f + b j p t t f i D f K . ) * -  
+ J i Æ ( h f ^ h !D f + y f L  h y f+  y S L h X D f ,  .) +  
- h f i i - ^ h  , h f  + 2 g h ’D f i y m h y f  +
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ki ~
+ h% Df* h  hf- ^ - h !Df + ^ h 'O b
H- -  3 # V D ? -  fcY.  D‘f *
+  - 3 #  ь '  £ !  D f  -  -9- j ß  h *  Ű  / : '  Z ÿ  +  0 ( h s)  
h f i t + ^ h ,  ^ ^ ( h f - î f - h - D f *  2 Æ h > i f { +
- * g - M D f + . . .  h ^ l h f -
+ D f  + )  =/?/f/„+^-g —h ; X.+ ^ - j p - h f - t ^ î ^ h ' D f -
_  9 ÿ f 3 h ^ _ ^ h ^ m = h f t
» .fî 1 -I  _ _ „ _,fT ,  г, I \П  , -I 9 .
+
~ 72~  "  ^  / ~  72~  "  h  L / [ J = r / r  ~5 ~ г ш /  T  - j 2 - „  и ]  т
^ h ' D K D f  t i l t h 5) :
k =  h f Í L ^ h ,  « ^ ^ ( h f - ^ & M f + ^ h ’D h
+  - ^ В Д * ......) - ^ p - ( h f - ^ h !D f *
+ - ^ p - h sf;oh ) - ^ i h f i ^
+ ^ ï / » W + .....j l - h f l L  + ф ; х . - ф ^ Щ *
+  h V f  +  h 1 K  D f t  h * D f t
+ + t g - h W + a ÿ p  h V b
^ h ' i ï ’ D f + l f i p h ' l t f D f *  ;
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к , -  h f [ i . +  ^ . h i  0 !f +  £ 0 f t ^ l h f +
+±p.h>Df+ï# h 3Û2f ^ h 3f;Dft......) i ± p  (hft
+ ^ ß . r í D f  + h 3D ‘f  *  * $ h % 0 f *  ) ] -
=  h f í U ^ f i h ,  X. + ^ 6  h f  + i W J Ü ^ +  Л30 у  f
+ 33^8ß  hY .'O f*  ]= h f^ h !Df-i-í±jP-h3D2f t
♦ h t D f + h*ű3/  + -M7i S §  h y ; / ? y +
+^ h'f:lof+m ±m h%[)fi o(hs) ;
b-hf[L+*p-h)».*hf+J£-Of+gltf+#M+*p(hf+
+ * g - h ‘D f + t p h 3D‘f + z $ - h 3№ +  J - 2#  ( #  + 
+ * £ & № + J i ÿ S  W h  j] -  hf[L + Ä | f i  л ; * . + Y *
+ J i ^ l  л« / у + S+v& M f+îîÿ& fi'oft  ] _
-  hf + *&t?Df+*lph,lff + *$&WDf +
+  2%g8h1ff*Slg&h'0 + 2$&htDf+ ....
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A k é ts z e r e s  lépésközhöz ta r to z ó  form ulát ö t ta g b ó l ö s sz e ­
rakhatju k , mert a szim m etriák m ia tt D*f és f í D f , 
továbbá Г. D!f  és f x O f  e g y ü tth a tó i ú g y is  megegyez
nek , Dft D'f eg y ü tth a tó ja  ped ig  épp három szorosa D*{ - 
-én ek  ( lé v é n  hogy ezek minden k -r a  ig a z a k ) . íg y
k„ Í2h ) = R-2 k-i + R- < K + R, ki + Rí к2 +R3 k3
é s  i t t
f  eg y ü tth a tó i!
Of 
L ff  
[ f f  
f ,  i f f
R-2 + /?.,+ Rí  + Rí +R3 = 2
( R r R - J ^ r R ^ ^ H  
- Í R , - R j ^ l R r R , ) ^  f
B evezetve az /?, +R.t = Ui ; /?,“ /?-,= Vf/ R+R-z — Ui j /?2“ /?2= Va 
j e l ö l é s t ,  e lő s z ö r  a m ásodik, negyedik  é s  ö töd ik  e g y e n le t­
b ő l á l l ó  ren d szer t te k in t  jük:
-  172 -
í 3 - ß  ) y, +(3 + ßjy2 + (9-ß)/?3= 1 2  
(  9  - 5 | 6 ) v ,  t  ( 9+ 5 ß ) v W / 3 5 - W ß ) R ä -  M  
- ( 9 - 4  6 ) v ,  + ( 1 5 - Ш М  + ( з з - 8 Й ) Р 3= ^ 8
amiből
"» 2 1 Vi = - f  ß ß ) ,
Az e ls ő  é s  harmadik eg y en le tb ő l
3 » 1/3 1 -  ÜUi + Uz =  2 -
i l l .
azaz
/ 1 + 5 Í I
u , (2 - 6 J  + ü 2 (2 f 6  ) =  16 -  (ft-- i f i p  +6J  j  -  -
3 + /3  3 + 3Í3 / + /3Uz = -  
ő/,= -
2/3 6
< ' / 3  , Í+/3+ = í2 2
íg y  R1+R_1= l ; R]_-R_1= -(1 +  / 3 ) ,  azaz R-^ -  Др , /?.,= £^/3  о  2 + /3
és R2+R_2 = 5 R2-R_2= - Ц ^ - » azaz j R-2*~T
Formulánk te h á t:
£ ( 2 h j  =  - j [ - l < - S l ^ f i ) l < - , - ß l < , - ß k 2  t - ( 3 t - ß ) l < 3 ]
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Az in te g r á c ió  e ls ő  lé p é s é t  nem tudjuk a f e n t i  form ulá­
v a l k e z d e n i, mert "hiányzik" a k_g i l l .  k_^ növek­
mény. E zért az e ls ő  lé p é s t  a szok ásos Runge-Kutta formu­
lá v a l  k ezdjük , de ennek r, ( r2 , r} i l l .  г ц segédnö­
vekménye alkalm at ad k^ i l l .  kg harmadrendűén pontos 
m eghatározására, és ezek et a következő r é sz in te rv a llu m ­
ban már h a szn á lh a tju k .
Ugyanis
Г, =  hfo
rz-hf(U \ , *0+ irj=hfo*{h% t {  hVfо *......
гJ =  /?/'í/o+ T ; x„ + J  rt )=hfo * j  h %  + ~ h3[ ff0 + £ h3f'% D f + ......
r* =  hfUo+h, X0i-ri ]= ^hf+ h2Df+ ^ r f xD f  + .......
Legyen mármost
i l l .
k 2 -  § “  r ,  +  s f  r *  +  ^ ’ r ,  +  s “ V „  t  O lh")
Érvényes te h á t  eg y részt az
g'"+ SÜ’+ sï’+si"- <
i s í ’+
( h f  együtthatói J
( h 2 D f  e g y ü t t h a t ó i  j
- 174
{h3ô 2f  együtthatói)
(h3ft D f  együtthatói)
— -  p ^  4 .1 p^ 4 . ~  ___  2 Í3
8 5 2 + 8 ь3 + 2 -  T2"~
1  o(0 , I <d'> _  2 ~ ß  
u S3  + т ^ ------ У2 “
eg y en le tre n d sz er , amiből
p l,L l  + f t .  o l,L  7  . 
5 . 6 ' 1 F  '
m ásrészt ugyanígy а
§з" Т Г  i
s “ + s f + s “1 + § ? ’ =  <
1 о “ + 1 о ,!1+ 1 Л г * йg 52 + g э3 + 2 5l< 15“
T S f  +  T S f -  2 t 6f2
r e n d sz er , amiből
f t )
§« =
így
-  i  3 . P í2)- 7
6  1 b z )2 1 03  /2  1
i  + 1Í3 г  + Л , П -I- - < Г 1 1-1/3
6 n  + J J 1 2 /2 Гз +  6
0 - i d d  . 
“,J* “  л /
>ft) / 4 /3
/(2 =  1 ^ - г ,  + - ^ г 2 + - ^ Г з + - Ш 1 г 1 + 0 (b V
Á ttérünk most a lé p é s k ö z fe le z é s  i l l .  d u p lik á lá s  t e c h n i­
k á já r a . E zzel kap cso latb an  m indenekelőtt m egjegyezzük,
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hogy a / 3 /  a l a t t i  eg y en le tek  fü g g e tlen ek  a m egelőző l é ­
p é s t ő l ,  Így a / 4 /  a l a t t i  érték ek  u n iv e r z á lisa k .
U n iv erzá lisa k  teh á t az
0iz + o( , = 0,  = -
és a / 7 /
ß>2 + / 3 ,  + ^ 0 — 6 ,  — g
r e lá c ió k  i s .  k_2 és k ^ - g y e l  kapcsolatban f e l t e s s z ü k  
azt i s ,  hogy az -k  é s  ß  - к úgy vannak m egválasztva , 
hogy /}2f  é s  f„ ű f  e g y ü tth a tó ja  eg y en lő . L átn i fo g ju k , 
hogy ez a tén y  a lé p é s f e le z ő  0 ( i \  oí, , ßz , ß ,  , ß0 
i l l .  a lép ésk ö zd u p lik á ló  d[d\ d ! f ,  (i[d), [b[d\ 
érték ren d szerek n él i s  b iz t o s í t v a  l e s z ,  Így  a f e n t i  tén y  
fe n n á llá s a  fü g g e tle n  a t t ó l ,  hogy a m egelőző in te rv a llu m ­
ba v a ló  b e lép és  során t ö r t é n t - e  lé p é s k ö z -d u p lik á lá s ,  
r e sp . f e l e z é s ,  i l l .  sem.
T ekintsük e z é r t  e lő sz ö r  a lé p é s k ö z fe le z é s  e s e t é t .  I ly e n  
f e l t é t e l e k  m e lle t t  -  figyelem b evéve  a fe n t  mondottakat -  
k_ 2  i l l .  ки1 ig y  á l l í t h a t ó  e lő :
k.2= 2 h f ( L - 2 h * ± p 2 h  j ........) =
=  2 h f i L - ^ Ь ,  ......) -
=  2 [ h f - í ^ Í r f D f + +■ b X O f *
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i l l «
*. ,= 2{hf- h2Df+ i j f i  ь Щ +2ÿ@ hXûf * o f t V)
ahol f% D f  eg y ü tth a tó já t  abból a f e l t e v é s b ő l  k i in d u l­
va á l la p í to t t u k  meg, hogy az D f  - é v e l  m egegyezik , a 
2 s z o r z ó fa k to r tó l p ed ig  e lt e k in te t tü n k , hogy / 7 /  érvényes  
legyen  (Hymódon d 2 = 2oC1^  ) .
(Áza* 2 * f + 2 o í V = ^  r ea p . 2 $ U 2 f i ? + ß V =  ) .
Ilymódon -  / 7 /  fe lh a s z n á lá s á v a l -
=hf [L+ 3^fi ь i x„ t ♦ *f>(-2M l h ’Df+
+2 h V f  + 2  Ц &  h f . D f +0 ftVj ы ' Р ( - 2 * £  h lD f  +
+2 t j p -  hVf+2 Ц& h%Df+Olh"))J=
= hf+ Sjp-h2Df f ^  «W+ [-2 off1]-
. н Ъ  D f  + h k ÿ j  t  [2  Z f  4 \ 2  (X f ] íjT #  t
+ f 2 ^  **> ♦ 2 h * £ t y  + - Ц Ё -  jLj
- 2 J ^ L ^ ] h>Df;Df +0(h-j
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Mármost azonnal lá th a tó ,  hogy az a f e l t e v é s ,  hogy k_2-  
ben és k_^-ben ú2f  é s  f* Df eg y ü tth a tó ja  meg­
e g y e z e t t ,  autom atikusan maga után v o n ja , hogy k^-ben 
i s  egyez ik  f  [)2{  é s  f* D f  e g y ü tth a tó ja . Ha még 
k ik ö tjü k , hogy
P З 4 /З
Z 3
3 - / 3
3
2 - Ü
12 / 8 /
i s  érvényes le g y e n , akkor i t t  i s  b iz t o s i t v a  van eg y rész t  
DY é s  f% Df együ tth ató in ak  e g y en lő ség e , m ásrészt 
az i s ,  hogy D f  Df eg y ü tth a tó ja  épp háromszorosa
i f f  -é n e k . / 7 /  és / 8 /  a lapján  mármost
^ ( f ) _  _ \ +2 f i  . 
ex, jg— / J (] Í 5 - 1 0 Í 3é8
Hasonlókép
к г =  h f l l + ^ h ;  *
+ 2 £ g L ht f f t 2 * j Q - h 3f ; D f m i )  +
+  / í í " ( - 2 ^  b 3D f / , 3ű V h 3f ;D f> 0 (h ' l ) i  
4ßjyagS h2Df* I j p -  h V  + * OíhVjJ -
=  hf+A^Lb'Df + ^ h ' D b  t - z ^ ß f -
- 2 ^ - р Г *  I jp -ß V lh ^ D f+ m ß  hu[ff+
+[Z-Aj ß- ß l>+21f£-ß?i  ^ -ß f ]h%Df+
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+(2 Ф  A*t 2 t f - t F l h ' f :  *Df +
+ ^ - [ ~ 2^ f 3ßf~2^ ß f +  ^ -^ßiPjttDfiDf i 0 {hu)
Ha teh á t i t t  i s  k ik ö tjü k , hogy
/ 9 /
érvényes leg y e n , akkor i t t  i s  t e l j e s ü l  az D2f  és
Df  továbbá f % D*f é s  Д  /)/" e g y ü tth a tó i­
nak azonosságára vonatkozó f e l t é t e l ,  továbbá az i s ,  hogy 
Dfa D f  e g y ü tth a tó ja  épp három szorosa D 2f  -n ek . 
Minthogy p ed ig  / 5 / - / 6 / - b ó l  indultunk k i ,  e z é r t  e f e l t é ­
t e le k  m ia tt k ^ =  -j- k f 4 -  - j -  -ben f , 2)/*, D*f
-  em iatt te h á t  f* Df  - é  i s  -  továbbá ü 4  -  é s
, i s
em iatt D /* D f  - é / -  e g y ü tth a tó ja  azonos ДХ - é v e l ,  
csak együtth atóján ak  e g y e z te té s é r ő l  k e l l  gon­
doskodni -  ami a f e n t i  szim m etriák m iatt automatikusan  
maga után vonja D f  együ tth a t ójának e g y e z é sé t  i s .  
íg y  még az
_ L / o  2 * 3
2 l z  3
2 - f i  
6 2b / 10/
egyen letn ek  i s  fenn k e l l  á l ln i a .  /7 /»  / 9 /  é s / 1 0 /  mármost
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m eghatározza ß f (^ és ßo^ é r té k é t  I s :
n ( f ) _ - 2 U H 1 5 V 3 , 247+245Ű ÄW <<8+39Í3
162- ÏÏ% I I 1 ~~592 / A»-------7Ü
Ugyanilyen meggondolás v eze t e l  a lép ésd u p lik á lá sn ak  
m eg fe le lő  eg y ü tth a tó ih oz  i s .
E gyen letein k  teh á t:
f c , 4 í i f l - t f f i D f *  O íhu)}
k . r í { h f - ^ ^ 4 b V f + ^ h % 0 f  ♦ O lh l ]
i l l .  ennek alapján
J - o í ' + x  c f L - i d L  2 сл2 1- 2 с
és
j_ 3 tf3 Jd_ JL 3 - в 
2 12 C^1 2 '
2 - 1/3
12
amiből
.0 .
C^2
6-4б 3 1 o ( f" -< 3  -  <
Hasonlókép
i ^ 4 ß ! d , + ^ = ^ ± ß
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é s
végü l
süniből
Jd) -I20+366Ï3 . pld) 435*677
R 2 687 / ^  687
«W 207 *9ü1Í3 
I P° Í2§
L é p é s ie le z é s  111« d lp l lk á lá s  kapcsán I s  meg le b e t  adni 
a k ét szom szédos г é s z in te r v a l lomot á th id a ló  m egoldást 
i s ,  ezek k el azonban (8 -8  kombináció lév é n ) nem érdemes 
f o g la lk o z n i .
G yak or la tilag  a következő módszert c é ls z e r ű  h a szn á ln i:  
m indenekelőtt m eg á lla p ítju k  a m egengedett 2 . ( t ,h )  - t -  
t ő l  és h - t ó l  függő -  h ib a k o r lá to t . Ezután a szokásos  
l é p é s ie le z é s e s  m ódszerrel meghatározzuk az e ls ő  két 
rész in te rv a llu m ra  vonatkozó növekményt a szok ásos Runge 
-K úttá m ódszerrel -  egyszersm ind a h aszn á lh ató  lépésköz  
-n a g y sá g o t. A második rész in terv a llu m o n  a fen tiek b en
megadott
ki =aí^ r ' + Í1 Н  + т И + ± г Г г* + O/lbV
к2 =  г< + -£ -£  +77гз —*5 ® г* +  Ofr>4)
k é p le tek k e l k iszám ítju k  a két segédnövekmény OÍb**] 
h ib áju  k ö z e l í t é s é t .  A következő részIn terva llu m on  hasz­
n á lh atju k  teh á t már az / 5 /  a l a t t i  form u lák at, az ö töd ik  
r é s z ls te r v a llu m tó l  kezdve p ed ig  e l le n ő r z é s ü l  a k é tsz e r e s  
lép ésk özre  megadott
k j 2 h h - f [ - k ^ ( 2 + ß ) k . 3- ß  k_2-6 k _ ,+ Í3 + |6 )k J
form ulát /a h o l az e r e d e tih e z  k ép est o lyan  á t in d e x e lé s t  
h a jto ttu n k  v é g r e , amely a le g u to ls ó  r é sz in te r v a llm n  két 
o e z tá sp o n tjá t  j e l ö l i  k ^ -gyel i l l .  k2- v e l ,  a bázispont 
p ed ig  az x ^ -n e k  f e l e l  m eg/. Ha mármost
355Ö £ ( í . h )  < | l < * A  X.,) - k j h . x j l  < ^ - £ Í t , h l
t e l j e s ü l ,  nem v á lto z ta tu n k  a lépésközön  a következő l é ­
p ésb en . Ha azonban lk4(2h;X.,) ~ kJh/X.,) -  kk(h/X,)l > ^  
akkor a következő lép ésb en  fe lea k k o ra  lé p é s k ö z z e l megyünk 
tovább (ez  kb .  ^ -e d r é sz é r e  c sö k k en ti a h ib á t ) ,  
amelyhez a
з-Уз t ö -ЮУЗ 2Í3-1
I « >п . 3 f Уз h v . 4/58-23Í , 247+245113,. .
кг -  h i  ( i0 + £—  n, >e + — пщ * - t ------592—  *-«+
■ « 8+391& . )
к к (Ь)~ j -  (к4+кг )
f _ ?malát h a szn á lh a tju k , На v isz o n t  I ki, (2h-, x.<) ~ кJh,
— jl :^ x j j j a k k o r  & következő lép ésb en  megdupláz­
zuk lép ésk ö zt»  Ebhez а
/С« =• h f  ( и  + h  ; X0 + k-2 + Ш - 1)k„4)
ki = hfU0 ,  * f h , *0+ ^ k - r ^ l c t^  k , )
k ^ - r  ( U ^ k 2)
form ulát h a szn á lju k »
Sagyobb b iz to n sá g g a l -  de lén y eg esen  szám itásigén yeseb b  
munkával -  h aszn á lh atju k  a f e n t i  form ulákat a Runge-Kút ta  
m ódszernél m egszokott módon, azaz minden lép ésb en  dupla 
és  normái lé p é s k ö z z e l  i s  in te g r á lv a .
A f e n t i  módszer a lkalm as term észetesen  magasabb fokszámu 
form ulák lé tr e h o z á sá r a  i s .  íg y  p l .  három segédpontra t á -
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maszkodva ötödrendü form ulát hozhatunk l é t r e ,  a tb . Ezek­
k e l a le h e tő sé g e k k e l egy későbbi munkában fo g la lk o zu n k .
5s§e Alkalmazás a p er io d ik u s eg y ü tth a tó s  d i f f e r e n c iá l -  
egyen le tren d szerek re
Ism er e te s , hogy T perioduau p e r io d ik u s  P (t)  e g y ü tt­
h a tó m á tr ix sza l k é p e z e tt
X ж P (t)  X А 1 /
l in e á r i s  d if fe r e n c iá le g y e n le tr e n d sz e r n e k  egy alapm egoldás-  
ren d szere  e lő á l l í t h a t ó  az
X M - Q M e ' 2
alakban, ahol g  ugyancsak T periód u su  g p e d ig  á l ­
landó m átrix  Q i l l *  J e x p l i c i t  a la k já t  azonban á l ­
ta láb an  nem tudjuk megadni* E zért e lő s z ö r  a kővetkező  
problém át te k in tjü k :  /1 2 / - t ,  azaz t  é s  J - t  te k in tjü k  
adottnak , é s  ehhez próbáljuk  é s  / 1 1 /  a l a t t i  P -t  meghatá­
r o z n i .  Mármost / 1 2 /  a lapján
2 U ) e {- + g U ) 3 e ‘l  =
=  [ Q fí) QIV) + Q(í ) J Q'Ví J ] QfíJ e ' -  =
=  [Q (« g " ft) + 0 « )J Q fW J X ft)
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és Így
P « )-f iW Q ''ft)+ Q W J Q 'V t)  / и /
érvén yes.
A következőkben ig a z o lju k , hogy g  i l l .  d i f f e r e n ­
c iá lh a tó  fü ggvén yei P -nek , egyszersm in t megadjuk £  
i l l .  J F r e c h e t -d e r iv á lt já t  i s .  E c é lb ó l /1 3 /~ a t  a
Q  + Q l -  0 / 1 4 /
alakban Ír ju k  f e l ;  m egvá ltozása ik  k i e l é g í t i k  e s z e r in t  a
4 Q + ^ Q J -P óQ + /1 5 /
r e l á c i ó t .  A továbbiakban a k o r lá to s  T p er ió d u sa  mátrixok  
körében b evezetjü k  az
fl£K)lt ~ s up Il R /ОН /1 6 /
normát ( Il I itt  tetszőleges, de a hasonlósági transz­
formációra invariáns mátrixnormát jelöl). Igazoljuk már­
most, hogy /15/-ben a két legutolsó tag || ||.-normája
2 ^
II ó P ilj  nagyságrendű, am iből le o lv a sh a tó  i l l . J
F r é c h e t-d if fe r e n c iá lh a tó  v o l t a .
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/ 1 5 /  ugyan is egy o lyan  l in e á r i s  d if fe r e n c iá le g y e n le tr e n d ­
sz e r  АО -r a  vonatkozóan, amelynek b a lo ld a lt  szerep lő  
"homogén" r é sz e  azonos / 1 4 / - g y e l .  E m elle tt n J - t  az 
d e f i n i á l j a ,  hogy / 1 5 /  m egoldása T p eriod u su  k e l l ,  hogy 
legyen« / 1 5 /  fő r é s z é t  te h á t  Így  a
függvény e l é g í t i  k i .  Ez p ed ig  csak akkor T p eriód usu , 
ha
д О ' " -  ^  Q' ’fr) { -  Q (T) a J  + л И т )  Q  í r ) }  d  Г
q \ t ) A P ( T ) g ( V - A j " , ) d T / 16/
io
a za z , ha
/ 11/
t e l j e s ü l .  Ennek a lapján
Ы " ’ И 1 й £ 1 1 ( / 18/
azaz
I лО"Ч i p i ) ,  • T- 2- ||лР11( =  К II 4 P 1 , / 1 9 /
egy második k ö z e l í t é s é t  mármost / 1 4 /  a lap­
ján a
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д £ й)=  W { Q " ’(T) д я г ) 0 ( г )  - д н(г )4 0 '(т )£ 3 '" +
+ О нШ ^Р(г)дО !<)(т) ~ л З ш} с ! Т  / ж /  
_  (2)
form ula ad ja; minthogy Л U - t  i s  period ikusnak k í ­
vánjuk v á la s z ta n i ,  a z é r t  in n é t  
U+r
Á f — TJ {Q_'(ï >a PIt)Q(t) - а ' ( 7 ) л 0 Ъ ) л З  *
+ £ \ x ) a P ( t ) A Q " b - ) ] d 7
é s  ig y
Q"‘M  { ùP(r) Aü"h) -  üGfK) ú J ft)J d r
azaz
i A f ~ J ,li ^ ^ T i i Q - ,m i K m i i ^ K , i ^ ) i i / 2 1 /
Ebből következően
a f l ® -  a q ' " -  ^  ( o R g H ^ ü ß ^ - ü S ^ i ü d 1' ' }  "
4  - ( á J tó- 4 J ' ”} > d r  ,
azaz
I ü Q a,- A Q Mí ^  T lQtt)|t lQ"'ft)llt{ 2 m ]  IIл З Д *  É  
^  к , { 2 к > к , ] Ь й Р а п 1  /2 2 /
Tegyük f e l  mármost, hogy a
I A / ^ - A f ' i  *f  ' / 2 3 /
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i l l®
I H  n  { 2 K + K , r ï ü P t i l C  / 2 4 /
b e c s lé s t  tuéű. п«1,2» е * » jN-1 e s e té r e  sá r  ig a z o ltu k = Mint­
hogy a f e n t ie k  m intájára a Q H -edik k ö z e l í t é s é t  a
Q ( é ) f<Qh(tJ{ä № 1Q(7J- a GÍIt) д / V  
+ ü P t7 ) & g M( T ) } - £ j " ' , " > d T  / 2 5 /
r e lá c ió  r é v é s  értelm ezzü k , é s  i t t  ú Q ‘ \i)  p e r ió d i-  
c i t á s á t  a
k f t  |} £ 7 т){4_Ш £(г) / 2 6 /
te
r e lá c ió  b i z t o s i t j a .  E sz e r in t te h á t
- л о Г Ч г )] +
+ t f t£ * * - £ ' h í f ] d T -
= тГйНй?(т}кЖ> ( т } -  г # ь  -
- ^ b ] ^ - ^ T ] [ ^ - A f - 0 ] ) d
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é s  ig y
I a T - a J""! Ц  r l ç f ' l é )  1, ■ I a P / U I ^  [ ( N 4 № + K , f -  
■(U2K)+2K,l2K>K,)" ' ,} * M 2 K t K , r i g ,( l ) l ? “
éa ig y  / 2 3 /  n minden ér ték ére  érv én y es. Ugyanígy  
s í^ L , л К  . .r4N~{l s  . i(*H>
- - ^ T ) A j ^ P í i ) U J “L AQW-''] ) - fA j '“' - ^ ) d r
é s  ig y
+ 2 К ' ) и К * К , ) ЫЛ 1Н -1 ) (2 Ю -К ,) \н (2 К * К У }  ^
*  л /(2 К+к’<)“*1 1 л Р « ) !* "
azaz / 2 4 /  i s  érvényes n minden é r té k é r e . / 2 3 /  és / 2 4 /  
sz e r in t  v is z o n t  ( J i l l .  J erősen
e g y en le te sen  egy p er iod ik u s a Q(£) reap , egy á llan d ó  
h J-h ez  k on vergá l, amelyek k i e l é g í t i k  a / 1 5 /  e g y e n le t e t .
n (4 )
Egyszersmind az i s  le o lv a sh a tó  in n é t ,  hogy Д у  r e s p .
A e a Q  - t ó i ,  i l l .  A J  - t ő i  le g f e lj e b b  egy
O (Ia P U ) Ht J normáju tagban különbözhetnek, azaz ezek
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111. £  P s z e r in t i  F r é c h e t -d e r iv á lt j a i .  Érvényes 
te h á t az
1» t é t e l s  Q(P) i l l .  J(P) P-nek F r é c h e t-d if fe r e n -  
c iá lh a tó  fü ggvén yei (hacsak ^(P) i l l .  J(P) töb b ér­
telm ű ségét p l .  a ß  [P, io) =  Q ( Q , l 0) f e l t é t e l l e l  meg­
szü n tetjü k ) , é sp ed ig
§ -т кт  ' S » »ж Со
i l l .
| f = Q « )/(Í'('r)-( ) g W - j f TQ ' ( ß  )Q ({ ld {}d 7  / г е /
= io le
(Meg k e l l  em lítenünk, hogy a f e n t ie k  a z t m utatják, hogy 
J és ^  a n a l i t ik u s  függvényei z -n e k , ha P+z дР-h ez  
hozzáréndőltnek  te k in tjü k  ő k e t, é s  f e n t i  formuláinkban  
A Q (n) r e s p . a J ( 1 éppen az n -e d ik  d e r iv á lt  (a  
z=o h e ly e n )•
Ha teh á t ismerünk egy t e t s z ő l e g e s ,  egymáshoz ta r to z ó  
\  (  ^ hárm ast, akkor a
f  z lp i t )  -  ]  együtthatóm átrixhoz ta r to z ó
i l l .  Pli .z)  k i e l é g í t i k  az a lá b b i k e z d e t i - é r t é k f e l -
ad atren d szert x
^§^=Qltz)f{ÿ%z)[P(T) -P'lrßQtT.z) -
*o
-T t í'íf .z lL P íf i- f 'lf ) ]  Qff d T
io
^ ,= y / 2 " ' i T' ^ № ‘ £ ' 0,W J â ( r ’z )d T
Q(í.o) = QW j J(o)=Jw
M egjegyezzük még, hogy a fen tiek b e n  bem utatott módszer 
e lé g  á lta lá n o sa n  h aszn á lh ató  olyan  problémáik m egoldására, 
ahol e g y  v á lto zó  o p e r á to r so r o z a tta l k e l l  s z u k c e ssz ív  app­
ro x im áció soroza to t k o n stru á ln i«  Lényegében egy i ly e n  
problém ákkal k a p cso la to s  f ix p o n r té t e l t  h aszn áltu nk  k i ,  
amelynek pontos m egfogalm azására és á l t a lá n o s í t á s a ir a  
egy k ésőb b i munkában r é s z le t e s e n  k itérü n k .
4 « § .  Az o p tim á lis  v e z é r lé se k  problém aköre
Már a d o lgozat e ls ő  részéb en  ( l .  [2] ) v á z o ltu k , hogy 
hogyan le h e t  az á lta lá n o s  o p tim á lis  v e z é r lé s i  probléma­
körre alkalm azni a b e v e z e te t t  m ódszert. A kérdéskörre  
a zért térünk v i s s z a ,  mert o t t  e x is z t e n c ia t é t e le k  nem 
s z e r e p e lte k , most p ed ig  épp ezek k el kívánunk fo g la lk o z n i .  
Megfogalmazásunk a következő  stru k tú rá jú  v o l t :  az
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/ 3 0 /
/ 29/
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r .(u l ( m) függvény képezze l e  a U< é s  Bt  3 üt
Banach-terek x ^  d ir ek t sz o r z a tá t  a B  ^ Banach 
té r b e , G .íu ^ ,^ )  ped ig  legyen  egy v a ló sérték ü  fu n k cion á l 
a X B£-n • Feladatunk azon ( и [ \  иг ) € В 4*Вг  
elem m eghatározása, amely " r a jta  van" az F i(u 4,U l ) = Q  
"ab sztrakt f e lü le te n "  é s  am elyre e f e lü le t e n  Go lo k á l i s  
extrenumot v esz  f e l .  Mármost jó lis m e r t  (1 .  p l .  [3 ] ) 
hogy amennyiben FQ és Gq fo ly to n o s  p a r c iá l i s  d e r i­
v á lta k k a l ren d elk ezn ek , megadható egy olyan C0o € ßj 
elem ( B  ^ a B^-hoz k on ju gá lt t é r ,  w ped ig  a Lagrange- 
f é l e  m u lt ip lik á to r  á l t a lá n o s i t á s a ) , hogy
c)[Ge + u)£>] ^ c)[Go + (jjfo] _  + „
Э и, Э u2
/ (о) /о) \
érvényesek ( U, , u2 , uJ0) -b a n . Tekintsük most a fe n ­
t i  problémának a t  v a ló s  param étertő l függő á l t a lá n o s í ­
t á s á t ,  azaz Ф ( и п и2){) képezze l e  a B 4(i)^B2^ ) ^ B  
t e r e t  a B  ^ Banach té r r e  ( f e l t e s s z ü k ,  hogy U B 4 = B l 
U B Z =  B11’ maguk i s  Banach te r e k , k o n zerv a tív  m etriká­
v a l ,  továbbá ^ ( U, , u2 ( i )  egy fu n kciónál a B 4fé ^ B 2(i)
té r e n . Legyen továbbá, hogy Ц é s  f  fo ly to n o s  p a r c iá ­
l i s  d e r iv á lta k k a l rendelkeznek ( u [ ° \ u i \ i 0 J egy  megfe­
l e l ő  k örn yezetéb en . í 'P ( U4, U2 ,{0)=Г0 ■ Ъ (UnUi.io) =G„ )
Tekintsük te h á t  most a t  param étertő l függő
У (u4luZlt)=exlr.  j ф [ и , , и г ф)= В)
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extrémumproblémát r ö g z í t e t t  t  érték ek  m e l le t t ,  é s  
tegyük f e l ,  hogy e probléma minden r ö g z í t e t t
fo ly to n o s  függvénye.
Érvényes ekkor a
2 . t é t e l .  F enti f e l t é t e l e i n k  m e lle t t  a uiU) Lagrange 
m o lt ip lik á to r  i s  fo ly to n o s  függvény minden olyan  t
pontban, ahol ll'PùJI + II f  иг I  > 0  t e l j e s ü l .
B izo n y ítá s: A fo ly to n o s  u^, u2 é s  a még ism e r e tle n  
stru k tú rá jú  (0 k i e l é g í t i k  f e l t é t e l e i n k  a lapján  a
t e l j e s ü l  ; legyen  p l .  ÿUi(üt(lt) , Uz(h)
( i= l  vagy 2 ) .  íg y  ^u; és i l l .  fo ly to n o ssá g a
m ia tt. Megadható olyan  £ ( t 2 ) , hogy ||'Ри,-(и«М|й2(ШИ^
-r e  egy llM'l ! Ut U) m egoldással b ir ,  amely t-n e k
ï u /  0  + U il l ) , l )= Q
A/luAD, u j l ) ,  é j *  0
/ 3 1 /
e g y e n le te k e t .
L ~ í  -  £ -
ján ig a z o lju k , hogy iim llojfti+At) -  ío f^) I =» О
-г а  még t e l j e s ü l .  Ennek alap­
ói-» о
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érvényes /31/ szerint ugyanis
$U; Uihz+bt),{i+&t)- (u,(ii), ujti), 4) —
= [aifeJ-cjfe+ztf)] u j i i + á i ) ,  4+^ij-
-w(4)fíi.(u<b+A0lü2fc+A0/4^)-^üííülftJ,tbft2)I^)]
azaz
u i h + ä ) - M  = -4u; \u<Ui+àt},lti[li+Aâth+tà) {X(ü,Íéi+At),
iíaM J , íi^ " Í « Í í/.Wi <а(Ц k) + ufti)[«Ri fü,(4^); 
, U i l b + d l i i + A t i - f u i l u M ,  u M h j j j
tehát végül
I ( o f e + д О - w ( 4 ) J ^ | - ^ | -  f l C ( u i( 4 + äÖ ,u l ( í 2 * d ) l h + ú l )  -
“ )fJulftJ,U1(él)Ifc)| 4- MŰIMIG [ u , ( Í 2 + ú ) ' U M .  № )  -
- ' P L - l u , [ t i) l u M ,  b )l]
amiből állításaink azonnal leolvashatóak.
Ha azonban a ij) ( U,, U* ,£) = 0 tartomány t-ben te l­
jesen kompakt (azaz bármely korlátos \  ^  )
sorozatból, amely kielégíti az U ^ €  B i U ^ )  t 
^ ( u ^ l  и[П\  í "  ) = Ô feltételeket, kiválasztható egy
konvergens ( ) részsorozat, amely az
( U,l<0\  Ux“\1 J elem hez t a r t ,  é s  i t t  £
uT ' é В2Цы ) továbbá a sz e r e p lő  p a r c iá l i s  d e r iv á lta k  
fo ly to n o sa k  é s  a $  = e s t r .  ^ = 0  probléma minden
t  6 Öo,£,] -r e  e g y e t le n , egyértelm űen d e f in iá l t  sz ig o rú  
e x trem á lis  m egoldással r e n d e lk e z ik , és i t t  I I fu j  > 0  
mindig t e l j e s ü l ,  akkor az (ujt) , Űzd) ) e x tr e m á lis
"helygörbe" fo ly to n o ss á g á t  sem k e l l  p o sztu lá ln u n k , hanem 
a f e n t i  f e l t é t e l e k  a lap ján  ig a z o ln i  tudjuk*
3 ^ té te l*  A f e n t i  f e l t é t e l e k  m e lle t t  nemcsak a u>(t) 
L a g ra n g e-m u ltip llk á to r , hanem az ( u,(i) , Ut U))  
ex trem á lis  helygörbe i s ,  a (üiU), U2U) , I ) extremá­
l i s  ér ték  i s  fo ly to n o s  függvénye a t  param éternek.
B izo n y ítá s: Ha (  U i U )  , U i ( l )  )  p l .  é 2 é  [ i Q i  l i ]  pontban
nem len ne fo ly to n o s , akkor megadhatnánk (kompaktság!) az 
ex trem á lis  h e lyek  o lyan  [u , №  ! U i ( í ll>)  s o r o z a tá t ,
amelyben í l -*■ ha /'-* oo de lim ( u , i n , u , W V U(->oo1 ' ' J
=  ( Ui(li) , Uz(l i ) )  e z z e l  szemben oj,£ Bjih) ( U)z €
é s  ,u)i , li  ) = 0  i s  érvén yes. í g y  teh á t
У(к)\,иг,1г )= X(ut[li),Ui(li),ii) és iü A > 0  ] res^CO
a t t ó l  fü g g ő en , hogy minimum- vagy maximumproblémát k e l l  
megoldanunk. ( I t t  h aszn á lju k  f e l ,  hogy f e l t é t e l e i n k  s z e ­
r in t  e g y e t le n  sz ig o rú  e x tr em á lis  pontunk van minden r ö g -
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z i t e t t  t - n é l ) . Ha te h á t i  e lé g  nagy, у (ц% П и Л Л  
te t s z ő le g e s e n  k ö z e l fe k sz ik  У fo ly to n o ssá g a  m iatt 
$ (w, ,  u)Lt t i )  + £ Д-hoz j ugyanakkor U,[ii) ,и 2&) 
környezetében megadhatunk olyan  'O, ( 0 2 p o n to t, hogy
М В М Ш){ ^ e B 2Uli)) és tf(ï1>h, tU))=Q
i s  t e l j e s ü l ,  végü l  ^ f 0 1 , $1, 1^ )  t e t s z ő le g e s e n  k ö z e l  
fe k sz ik  1$[Ui[ii), U2(^z), l i)  +  ^ Л -hoz* Ez a tén y  azon­
ban ellentm ond annak, hogy ( l / f í ^ )  1 U2( ^  ]) Û t -h e z  
ta r to z ó  extremurahely, é s  Így  á l l í tá s u n k a t  ig a z o ltu k .
t é t e l :  Tegyük most f e l ,  hogy f  é s  |j
(0)
J
Uj , io h e ly  egy m eg fe le lő  környezetében fo ly to n o s  második 
p a r c iá l i s  d e r iv á lta k k a l ren d elk ezn ek , továbbá az
( H + ш ( Ц ,
1 /_ £ § .
T T lS ü i
0 2FO+ ЧгI r* + ^  f-j (диг)(ди2)Э и2
ío) , (o) I 
Ui , Uz ,b i l in e á r i s  a la k za t i\ z' , to -ban szigorúan d e f in i t  
(ésp ed ig  n e g a t iv , rea p , p o z i t iv  d e f in i t  a t t ó l  függően, 
hogy minimum maximumproblémát te k in tü n k ) , továbbá
» C M  f ú j  > 0
Ekkor az uM) ,  Ui(0 , bili) ren d szer  fo ly to n o sa n  d i f ­
fe r e n c iá lh a tó  i s  t Q-b an , k i e l é g í t i k  o t t  a
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$ II,Ui Ù + + K u,i +
f W «  + A i i  + f i  = 0
(32)
és t egy környezetében is kielégítik az extrémumfelada- 
tot /32/ integrálgörbéi mentén.
Bizonyítás« Mindenekelőtt igazoljuk, hogy ha t Q-ban /31/ 
teljesül, és a tekintett bilineáris alakzat megfelelő ér­
telemben definit, ez biztoáitja azt, hogy a szóbanforgó 
helyen lokális extrémum található. Érvényes it t  ugyanis, 
hogy elég kis hűi és ди* mellett a uiÿ)
kifejezés stabil előjelű, azaz $ + uJf  -nek extrémum- 
helye van. Emellett ; ha pedig
olyan (ди, ,дц) párokra szorítkozunk, amelyek f  un. 
érintőhalmazához tartoznak (és /31/ csak ilyeneket enged 
meg), akkor IIД fii = 0 (fl^ jJ2 + llAUj* ) = 0 ( II | |  
is  teljesül. Ezen érintőhalmazon tehát előjele is
egyértelműen van meghatározva, amit bizonyítani akartunk.
Az a feltétel, hogy a tekintett bilineáris alakzat szigo­
rúan definit, és II fuj) + Il fűi I > 0  biztosítja a /32/ 
alatti rendszer ú^ , ú2 és W -re történő megoldhatósá­
gát, i l l .  az ú^-ot, ú2-ot és ob-ot kifejező kapcsolat 
tQ-beli folytonosságot. Ez pedig a 3. tétel alapján bizo­
nyltja állításunkat.
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I d é z e t t  iro d a lo m :
[ l3  F re y  T: Polinom ok f e lb o n tá s a  H u rw itz - é s  a n t ih u r -  
w itz  kom ponensre. Közlemények e számában
[2]  F re y  T .:  E g y en le tek  m egoldása s z a k a sz o n k é n ti  p e r ­
tu r b á c ió v a l .  MTA S z á m itá s te c h n ik a i  Köz­
p o n t ja  Közlemények 1 . (1966 szep tem ber)
[3>] L ju s te r n ik  L .A . -  Sobolew , W .I. E lem ente d e r
F u n k t io n a la n a ly s is .  B e r lin  I9 6 0  Akademie 
V e rla g .
T áb láz a to k  [ 2] -h ö z , i l l e t v e  e közlem ényhez 
1 . - 2 .  T á b lá z a t :
Növekmények ö s s z e h a s o n l i tá s a  "norm ál" ( l )  i l l .  "e rő sen  
m eredek" (2) in te g r á lg ö rb é k  e s e té n .  Az 1 . o sz lo p b an  a 
növekmény p o n to s é r t é k e ,  a 2 . o sz lopban  a R unge-K utta  
e l j á r á s  növekménye, a 3» 4 .  i l l .  5« o sz lo p b a n , ped ig  
a 2 ( 2 4 ) ,  (27) i l l .  (28) a l a t t i  fo rm u lá ja  rév é n  sz á ­
m í to t t  növekmény s z e r e p e l .  Az 1 .  tá b lá z a tb a n  az e ls ő  
s o r  a h= 0 ,0 5 , a m ásodik a h = 0 ,2 , a harm adik a h=0,8  
é r té k h e z  t a r t o z i k .  A 2 . tá b lá z a tb a n  az e ls ő  s o r  a 
h=10“ ^ , a második az 5«10“ ^ ,  a harm adik a 2 .1 0 ” ^ é r té k ­
hez s z á m í to t t  növekm ényeket t a r t a lm a z z a .
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1 . /
0,0246951
0,0954455
0,5416407
0,024723
0,09427
0,307966
0,024766
0 ,09672
0 ,37541
0 ,024699
0 ,0 9 5 8 1 6
0 ,367750
0,0246952
0,0954741
0 ,3452704
0,1546352 
0,6241350 
1,5549283
0,71825
24,835
72,445
0 ,1 6 5 2
1 ,1752
2 ,5843
2 . /
0 ,15975
0 ,85447
1 ,97721
0,154702
0,62957
1 ,5 9 8 1 8
5» -  4 . T á b lá z a t
A 5» é s  a 4 .  t á b l á z a t  a  [ 2]  a l a t t i  (29) -  (54 ) k é p le ­
te k  é r t é k é t  m u ta tja  ugyanazon függvények e s e té n ,  m int 
az 1 . - 2 .  t á b lá z a tb a n ,  az o t t a n i  harm adik  o s z lo p p a l c é l ­
sz e rű  az ö s s z e h a s o n l i t á s t  v é g e z n i, m ert az annak megfe­
l e lő  fo rm u la  a b á z is fo rm u la . A m ásodik o sz lo p  a b e c s ü l t  
h ib a  a k é t s z e r e s  lép ésk ö zh ö z  t a r t o z ó  fo rm u la  a la p já n
5 .
0 ,024699 4 .1 0 “4
0,095545 6 .1 0 " 3
0,348251
4 .
2 .1 0 “2
0 ,1554 2 .1 0 “2
1,8472 5
24,5850 5 .1 0 2
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5 . T áblázat
S z in g u lá r is  pon tb ó l in d u ló  növekmények ö ss z e h a s o n lítá s a  
a 2 d o lgozat (51) i l l .  ( 5 2 ) k ép le tek  a lapján  számí­
t o t t  é r té k k e l. Az e ls ő  sor a h= 0 ,001 , a második a 
h = 0 ,005 , a harmadik a h=0,01 értékhez t a r t o z ik .
0,17425 0 ,17472  0,17455
0 ,74317 0 , 7 5 0 1 2  0 ,74872
1,12042 1 ,25514  1,16820
6 . T áblázat
Az ( l )  -  (2) form ula e r e jé t  v e t i  egybe a másodrendű 
Euler-Couchy i l l .  a harmadrendű Runge-Kutta form ulával 
h = 0 ,0 l ,  0 ,05  é s  0 ,1  f e l l e t t .  Az e ls ő  o sz lop  a pontos  
növekményt ad ja .
0,0245637 0 ,0245642 0,0245645 0 ,0245639
0,1432752 0 ,1432912 0 ,1433042 0 ,1432803
0,2756342 0 ,2757019  0 ,2757252 0 ,275651'
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S u m m a r y
§ . 2 .  o f th e  paper d e sc r ib e s  th e  c o n str u c tio n  o f th e  fo r ­
mulas o f th e  s o -c a l le d  "embracing" Runge-Kutta ty p e . These 
are u t i l i z i n g  in  co n str u c tin g  th e  new increm ent a lso  th e  
a u x ilia r y  increm ents c a lc u la te d  in  th e  p rev iou s s t e p s ,  
but on ly  w h ile  choosing th e  argum ents, fo r  so the in h e r i­
te d  f a u lt  tr o u b le s  th e  new increm ent on ly  through one h 
fa c to r  which ensures tb.e num erical s t a b i l i t y  o f th e  fo r ­
mulas, b e in g  at the same tim e more econom ical in  i t s  
requirem ents o f  o p era tio n s than th e  o th er  known m odified  
form ulas o f  Runge-Kutta ty p e . §§ 3» and 4 .  p resen t two 
very im portant areas o f  th e  new a p p lic a t io n s  o f the  
p r in c ip le  and dem onstrate new th e s e s  o f  c o n t in u ity  r eq u i­
red by th e n , out o f th e  province o f l in e a r  d i f f e r e n t ia l  
equation s w ith  p e r io d ic a l  c o - e f f i c i e n t s  on th e  one hand, 
and out o f  th a t  of th e  num erical s o lu t io n  o f optim al 
co n tro l on th e  o th er .
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S p e c iá l is  o p t im a liz á lá s i  fe la d a to k  m egoldása 
S ze lezsá n  János
Az alábbiakban f e l í r j u k  három s p e c i á l i s  o p t im a liz á lá s i  
f e la d a t  m egoldását. Ezek közü l k e t tő  " r á v e z é r lé s i"  f e l ­
adatnak t e k in th e tő , abban az értelem ben , hogy a "vezér­
lőfüggvényt"  úgy k e l l  m eg v á la szta n i, hogy a fo lyam atot  
l e i r ó  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása b izonyos pontokban 
ad ott é r té k e t  vegyen f e l  é s  e m e lle t t  a vezér lő fü ggvén y­
re  vonatkozó k vad ratik us fu n k cio n á l érték e  m in im ális l e ­
gyen . A harmadiknál egy k vad ratik u s cé lfü g g v én y t optima­
l iz á lu n k , a d o tt f e l t é t e l  m e l le t t .
А/ A " r á v ez ér lé s i"  fe la d a to k a t  az a lá b b i t é t e l  s e g í t s é g é  
v e i  o ld juk  meg.
Legyen f  £L 2 é s  te k in tsü k  a következő fe la d a to t:
min ( f , f )
ka = cn n « l ,2 ,  • • .  ,N
ahol L2 adott függvények , Cn p ed ig  ad ott kons­
ta n s .  /А ( ) z á r ó je l  a sk a lá r sz o r z a t  j e l e . /
T é te lt
На а • • • »Qn függvények l in e á r is a n  fü g g e tle n e k ,
akkor ( f , f )  fu n k cio n á l minimumát az
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f ' -  L' П = 1 '
függvény a d ja , ahol az oín együtthatók  az
Q„ + .......  + Qm 0(n =  Ct
Ощ 0(i~^.........  ~h Qni7 CX n Cn
eg y en le tren d szer  m egold ása i, ahol
o , j - ( q i , 9 í )
B izo n y ítá s t
J e lö ljü k  jC =  Л  a üi»«»*»<3n elemek
á l t a l  g e n e r á lt  l in e á r i s  a l t e r e t .  Megmutatjuk, hogy a 
megoldás ezen a l t é r  elem e.
J e lö ljü k  a minimumot adó függvén yt f*  - a l .  I sm e r e te s , 
hogy az f *  elem
f *  = f» + f"
alakban á l l í t h a t ó  e l ő ,  ahol f » e / ,  f e Z  ; ( X  az /  
a lt é r  o r to g o n á lis  kom plem entere)•
De
( f * ,  f*)  = ( f » ,  f»)  + ( f " ,  f")
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V iszon t f *  m egengedett m egoldás, te h á t  
Cn = ( f t y - l f ' + f W - W + l f a l - W  
(m iv e l ( f " ,  a 0 )
Azt kaptuk t e h á t ,  hogy az f* függvényen az ( f , f )  
fu n k cio n á l k iseb b  é r té k e t  vesz  f e l ,  mint f* -on *  A f e l ­
t e v é s  s z e r in t  azonban f *  o p tim á lis  m egoldás, te h á t
( f ' . n  = ( f ' , f l  + ( f ] f ‘)
csak  úgy t e l j e s ü l h e t ,  ha ( f " ,  f" ) = 0 azaz f"  5 0 .  De 
ez éppen a z t  j e l e n t i ,  hogy
f *  £«£ ( , • • • ,  cjjj)
azaz
f ' - t
Az Ы„ számokat abból a f e l t é t e l b ő l  kapjuk, hogy
( f * .  4 ) = CL i s i , 2 , • • • ,N
N
í ^  Cjfn, Cjfi ) c,
azaz
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v agy is
(q,,q№'+.... + (% q „ )  d = c,
........ Cn
A f e l t é t e l  s z e r in t  azonban а függvények
lin e á r is a n  fü g g e tle n e k , e z é r t  a f e n t i  eg y en le tren d szer  
nek l é t e z i k  m egoldása.
А .1 / O p tim ális " r á v e z é r lé s” egy pontra
T ekintsük  a következő v e z é r lé s i  f e la d a t o t .  
Egy fo ly a m a to t a
c>Ui = ú 2 d ü j
cH ‘ ÔX1 1 = 1 ,2 , • . .  ,n 1 /
p a rab o lik u s d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d s z e r  i r  l e  az
Ц ( x , o ) =  0  X — 0
2 /
Ц  { 0 , t )  =  f l t i  0 - t  — to
f e l t é t e l e k  m e l le t t .
J e lö ljü k  u  ^ ( x , t ) - v e l  az 1 /  ren d szer  i - e d ik  e g y e n le té ­
nek m egoldását a 2 / - е в  f e l t é t e l  m e l le t t .
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Legyen c egy a d o tt konstans é s  ( xQ, t 0 ) egy ad ott p o n t. 
F elad ati Keressünk olyan  f ( t )  p e r e m f e l t é te l t ,  amelyre
ui  { x o * t o ) = C ‘- = n 5/
é s  amelyen a
о
fu n k cion á l minimumot vesz  f e l .
A fe la d a to t  az e lő b b i t é t e l  fe lh a sz n á lá sá v a l o ld ju k  meg.
Ism er e te s , hogy az i - e d ik  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  megoldá­
sa  a 2 /  p e r e m fe lté te l  m e lle t t
Ujlx.l) = J K í (x , i - s )  fis) ds
0
ahol
K i ( x , t - s ) = = j £ ; 7T ,e  T
Emiatt a 5 / - a s  f e l t é t e l e k  fe n n á llá s a  a z t j e l e n t i ,  hogy 
t e l j e s ü ln iü k  k e l l  az a láb b i egyen lőségeknek:
I  K i ( x0, t 0- s )  fis) ds  =  C
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E sz e r in t  olyan f ( s )  fü ggvényt k e l l  keresnünk, amely 
k i e l é g í t i  a 4 / - e s  in te g r á l- e g y e n le tr e n d s z e r t , é s  m ini­
m a liz á lja  a
i o
J í f ) = f  f  ($) d s
fu n k c io n á lt .
A korább i j e lö lé s e k k e l  a f e la d a t  Íg y  ir h a tó  f e l :
min ( f , f )
ha (K^, f )  = c i s l , 2 , • . . ,n
A f e la d a t  m egoldása, ha a K^(x , t Q- s )  függvények l i ­
n eá r isa n  fü g g e tlen ek  a 2 /  t é t e l  a lapján
** * t -  K i  [ X - O ' t o  ~ s  )
ahol az 0(i számok az
"Ь +  Qw(Xn C
0 П1Ы<+ ... + Qn„dn =C
eg y en le tren d szer  m eg o ld á sa i, é s  
i*
Qij = J K i  (xо, U s )  Kjíxo, L  - s ) d s
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A .2 /  Adott pontokon átmenő o p tim á lis  megoldás parab olik u s  
d if f e r e n c iá le g y e n le t  e se té n
T ekintsük az
p arab o lik u s d if f e r e n c iá le g y e n le t e t  az
u (x , o )  = 0  x  ^ 0
U ( Oft) = f ( t )  o é í ^ o
f e l t é t e l e k  m e lle tt*  Legyenek adottak az l x ! . t 0 ) , t 0 ) 
pontok é s  a c^,C 2 f ***t cn számok.
F elad at: Keressünk olyan  f ( t )  p e r e m fe lt é te l t ,  amelyre 
az 5 /  d if f e r e n c iá le g y e n le t  u ( x , t )  m egoldása az 
( x ^ , t Q) , . .  • , (x^,1^ pontokban c^f * . * yc é r té k e t  vesz
* t  s  a2 “xx 5 /
f e l  é s amelyre m in im ális•0
Az e lő b b i fe la d a th o z  h ason lóan , fe lh a sz n á lv a , hogy
О
0
ahol
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a m egoldás
f * =  Z .  <*iK(Xi,io-s)
i~<
alakban á l l í t h a t ó  e l ő ,  ahol az eg y ü tth a tó k a t, f e l ­
t é v e , hogy а К ( x ^ , t Q- s )  függvények l in e á r is a n  fü g g e t­
lenek  az
úiitf, + .........+  Ú,„o(n =  C,
.......... +  QnpCtr, — C n
eg y en le tre n d sz er b ő l kapjuk, ahol
Qij =  J  K(Xi,éo-s) K Í X j ' i ' - s )  ds
В/ A k övetk ező  fe la d a tb a n  tek in tsü n k  olyan  r e n d sz e r t , ame­
l y e t  a
i
Q (x,i) =  jK lx ,t.s )
ö ssz e fü g g é s  i r  l e ,  ahol К  ( x , t , s )  ad ott magfüggvény. 
Legyenek (x0 ,T ) ,  ( x ^ , T ) , . . . ,  (x^.T) a d o tt pontok. Le­
U =  [ u ( 0 :  f u ‘ l t i d t - 1 ,  0 * t ^ T ]
gyen
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Legyenek
F elad at:
minueU
T é te l:  
Vegyük az
m á tr ix o t, 
A l l i t á s :
1
c l , c 2*# , , , c n ad ott k on stan sok .
L i a - Q ( x , j ) fi=« '
0 «
Qnn
ahol
Oij=l K(*J,s) KUj.T.s) ds
О
I  • • • I  ) pont# &Ha a ( c.
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1 *1 X i ............. • • • x „
X< Oh 0 « • • ■ Óin
X l 0 * O n ............. . . .  О щ
Xf) 0 m O n  2 ............ ... Q nn
másodrendű f e lü le t e n  v an , akkor a fe lad a tn ak  l é t e z i k  
m egoldása, mégpedig
min L ( c / - Q ( X i J ) )  =  0
ueU  '=«
é s  a m egoldás:
u U - J L ü i K i b j . t )
ahol az ot,,o(2)......., 0(n együ tth atók  az
Outi, + ........... +  0 1nd n =  Ci
6/
0 „ ,o ( ,+ ............ + Q^oi„ =
eg y en le tren d szer  m egoldásai
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B izon yítás?
Megmutatjuk, hogy ha uÄ( t )  = £1 oó К (Xj, T, t ) é s az
oí, ,  oí-í , ......... , c£n számok k i e l é g í t i k  a 6 /  e g y en le t-re n d ­
s z e r t ,  akkor
Q*(Xi,T) =  f  K ( X i J , s )  u*(s) d s =
о
= Z ^ / № ,7,s) Kíxj, I s )  d s =
J=‘ о
П
Z  °^ J ülj =  С'(=«
v a g y is
í  (c, -Q (x , ,7 ) j2 =  0
í =<
Az u * (t)  h e lyen  te h á t  a fu n k cion á l e l é r i  а О minimum- 
é r té k e t .  Be k e l l  l á t n i  még, hogy u * (t)  G U.
E lőször i s  v i lá g o s ,  hogy
\ u [ i ) ö t =  Z  <*« c<
о <-«
Szorozzuk ugyan is meg a 6 /  eg y en le tren d szer  1 -e d ik  egyen­
l e t é t  Ы. j - v e i  é s  adjuk ezek et az e g y e n le te k e t  ö s s z e .
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Azt kapjuk, hogy
Jü. n n
Z_ oí; Q IZ IZ o(j ûÿ(=1 (=1 J=t
Ugyanakkor
T T
fu‘ti)dt- ííi^Klb.TJ)) dt =
о о *»'
n n
=  Ц  IZ l (Xj ûÿ(=( j=-< J
Megmutatjuk, hogy a t e t t  f e l t e v é s  m e lle t t
ÍZ <*i C, =  j
i =«
Ugyanis
l
Û « c , . a w
Q m C l  . ■ О г л
c
о
C „  . O nn
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í g y  a f e l t é t e l  s z e r in t
1 C «  . . . .  Cn
C , Q H . . . .  O v
C n  Q f M  - • ■ • O nn
= -[î_ 
1-1
azaz
Z j A U i C i  = |  A I
i-1
v a g y is
te h á t
О
o(j c, 1
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S u m m a r yss ::= = = = = = :::
S o lu tio n  o f s p e c ia l  o p tim a liz a tio n  problems 
János S ze lezsán
A s o lu t io n  to  th r ee  s p e c ia l  o p tim a liz a tio n  problems i e  
g iv e n . Two o f them can be con sid ered  to  be a problem o f  
c o n tro l in  the sen se  th a t  the c o n tr o l fu n c tio n  must be 
chosen in  a way th a t  th e  d i f f e r e n t ia l  eq u ation  th a t  
d e sc r ib e s  the p r o c e ss  should  take g iven  v a lu e s  in  c e r ta in  
p la c e s  and b esid es  th e  value o f  th e  qu ad ratic  fu n c tio n a l  
w ith  r e sp e c t  to  th e  c o n tr o l fu n c tio n  should  be m inim al. 
The th ir d  so lu tio n  concerns the o p t im a liz a t io n , under 
given c o n d it io n s , o f  a quadratic o b je c t  fu n c t io n .
-  215 -
O ptim ális v e z é r lé s  b izonyos t lp u su  p a r c iá l i s  d if fe r e n ­
c iá le g y e n le te k  esetén.
S ze lezsá n  János
Tekintsünk olyan  fo lyam atok at, amelyeknek v is e lk e d é s é t  
az
L u  =  o  1 /
p a r c iá l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  Í r j a  l e :
U = u ( x , i )
X =  [  Xi, I .......I Xn]
é s  tegyük f e l ,  hogy a perem -, valam in t a k e z d e ti f e l t é t e ­
le k  olyanok, hogy az 1 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  megoldása
U(x,i)= L  bi uji) V / fx )  2 /
i -  1
a lak ú , bt =£$(*)  4M  d R  ahol a {v,(X)] rendszer
az Q tartományban ortonorm ált t e l j e s  függvényrendszer  
( Q. £ Rn j d Q  = dx, . dxn ) . A ‘fix) függvényt t e ­
k in tsü k  v e z é r lő  függvénynek.
Ism er e te s , hogy a m atem atikai f i z i k a  számos d i f f e r e n c iá l ­
egyen letén ek  m egoldását le h e t  2 /  alakban e l ő á l l í t a n i .
2 /  t lp u su  m egoldása van a m atem atikai f i z i k a  számos
olyan fe la d a tá n a k , am elynél a f(x) függvény a t=o  
ponthoz ta r to z ó  k e z d e t i  f e l t é t e l .  Ebben az e se tb en  a 
f(x) függvény a tartom ány határán tö r té n ő  v e z é r lé s t  
j e l e n t i .
А/ L in e á r is  k o r lá to zó  f e l t é t e l
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Legyen A egy k on stan s; legyen  p(x)  egy a d o tt függ­
vény. Vezessük be a Q pM  VjM d Q  j e l ö l é s t .
Legyen a 0 halmaz az a lá b b i " h lp ersik" :
ф =  { fix) :/ p(x) i>(x) d Q  = A  }
a  J
Legyen q(x) egy a d o tt  függvény, legyen
Qi =*f q(x) V'MdQ
Tekintsük a
J = J [ q M - u ( x , t 0) T d Q
fu n k c io n á lt .
A.1 . F ela d a t; K eressük meg a 0 halmaznak a z t  az e le  
mét, amelyen a J fu n k c io n á l minimumot v esz  f e l .
A fe la d a t  megoldásához szükségünk le s z  az a lá b b i segéd­
t é t e l r e :
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Lemma
T ekintsük az
00
f  -  ï ,  * :
fu n k c io n á lt , é s  a
3 /
00
L  = a
IH
4 /
f e l t é t e l t ,  ahol c<i ( i s i , 2 , . . .  ) a d o tt . Tegyük f e l ,  
hogy
Qö
^  < 0 0  
í c 4
Á l l í t á s t az f  fu n k cion á l minimumát a 4 /  f e l t é t e l  mel­
l e t t
a*Xi =  —er
adja,
E  oCi
iï-l
0(i i = ( 1 , 2 , • • •  )
B izo n y ítá st Megmutatjuk, hogy minden más, a 4 /  f e l t é t e l t
« 2 °° * 2
X„........ érték ek re  E x , >  E  X,k i e lé g í t ő  X<(...... ' Xn'.
A 4 /  f e l t é t e l  s z e r in t  ugyanis
CD
Z o ( ; Xi == О
iH iH
(Ê  cí, Xi)= Q2
C.H
azaz
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V iszont a Cauchy-Bunyakovszkij e g y e n lő t le n sé g  alapján
oo . 2  cd
azaz
flot,») — I«î£x,*
í-< in i n
oo 2
i n  Г  e xi=i
Ugyanakkor
00 о _ 2  ook2 Q r -  2V/ -  XL — / -  )2
i. n  (21 o(,;
L  o<2 = о/=<
1 = 4
“  2
ZI CX,: — л *í =1
v a g y is
Z x f ^ Z x r 2
( = 1 <=f
A f e n t i  lemma s e g í t s é g é v e l  b iz o n y ltju k  az a lá b b i t é t e l t ,
T é te l:
Tegyük f e l ,
1 /  hogy 0  <  k z <  M l  < k i
2 /  hogy lé t e z ik  a fe la d a tn a k  megoldása
3 / 2 2  cxL ci с «о
LH
Akkor a megoldás
*Р%) = Z  ь, V'(x)
i=i
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ahol
Ui Но)
B izo n y ítá s:
A J fu n k cion á l a következő alakban Írható f e l :
J =/( J! a- wfyj -  f  ó( U' W V i ( x ) f  d  Q
a  ‘ ~1
M ivel mindkét ад in te g r á l  a la t t  sz er ep lő  sor  konvergens, 
e z é r t  a
Ê  [Oi -0 /Ufe .J ]  Vi(x)
i =1
F ourier  sor konvergens é s  va lam ilyen  (p(x) függvényt 
á l l i t  e l ő .
Ekkor
J  =  í f / x l d Q - l ? I X ) i =  j ^ C O i - b i t t í é J ] *
Л
Az 5 /  f e l t é t e l  a la k ja  v is z o n t
/ [píx) Z  bi ViM] d Q  -  E  bjp(x)  Vifx) d Q  = A
a  r «'=< Í“ 1 *
E 6/с,- =д
1=1
azaz
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Vezesetik be az Û, — b, Ut(ta) = £
h e l y e t t e s í t é s t .  Ekkor
6 ,= Oi-IiUiUo)
A fu n k c io n á l ekkor
„ OO
J - E f1=1
a f e l t é t e l  pedig
00
= 1/«1
Oi Ci
u,U.)
le s z
Mivel
e zé r t
и*(1.) I < K
У  —U  u<
о. с
T U <  00
Hasonlóan
Y  1 г2 
Ь г , 'Ш !С ‘
<  С О
e z é r t  alkalm azható a lemma.
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E szer in t a minimumot az
v a g y is  a
_ J__ r
' Ui(U Li
helyen  é r i  e l  a J fu n k c io n á l.
A .2 . F elad at:
kz e lő z ő  m ódszerrel megoldható a következő f e la d a t  i s .  
M inim alizálandó
J ,  / V W . ) d Q  + ï j / l x l d i 2
a Q
fu n k cion á l 
m e lle t t  ( ahol
( Y > 0 )  a J p { x ) f i x ) d Q = A  
p(x); u(x,to) ; fix)
f e l t é t e l
j e le n t é s e  ugyanaz,
mint e l ő b b ) .
Ebben az e setb en  a J fu n k c io n á l
1-1 i=l i*=1
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alakban Ír h a tó  f e l ,  a f e l t é t e l  p e d ig s mint fen teb b :
L  C;bj = A
I =1
A b i fd ï tJ+ T  =  h  h e l y e t t e s í t é s s e l  a fu n k cion á l
oo ,
J -  L  / ,
i =  *
a f e l t é t e l  pedig
f  f  fj-g--- L  -  A
r=7 В Д +  У
alakú.
Tegyük f e l ,  hogy I u,-ÍÜ | <  К . Akkor
_ e t  Ci
utiio)* If У
Alkalm azhatjuk te h á t a lemmát; azt kapjuk, hogy
/ ,
_____
d
u?(Ü + V
a
f d l t J T Y
azaz
A
Cí
и Щ Т У
Ci
Ui'lÜ + V
I  m egoldás teh á t
Ÿ M  =  L  b* ViU)
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A .3 »F eladat:
Az e lő b b i m ódszerrel megoldható a következő  fe la d a t  i s .  
Meghatároz andó
min ( № ) -  U( x , t o ) f  c/Q 
f  £ ф *
(Az u ( x , t Q) f ( x ) ,  p (x ) függvények é s  a 0 halmaz 
j e le n t é s e  ugyanaz, mint e lő b b ) .
Ebben az esetb en  a cé lfü g g v én y
J = l  Ы 1 - и М ) У
é s  a f e l t é t e l
CD
L  Cibi = AI *=«
alakú l e s z .
Legyen:
bt(4- Ui(U)) = lt
azaz
Akkor
-  224 -
és
У  ___Çl__ J — A
f e  1 -  <*(*.) 1
Tegyük f e l ,  hogy
T - u d  ^  K
akkor
L e t < œU -  U, (LU1
Alkalmazva a leramát, a z t  kapjuk, hogy
A с,
í  у  -__ Qi. / -  Ui(L)
г— П  — и] U»)]*
azaz
А  о
Т ~ . ~ с Г  ' / -  UitL) 
^  __ /Ь f 1 -  Uj(i.))2___________
/  —  u t (U)
vagyis a megoldás
/ м  = ï . ö‘v,fx)
« * l
B. K ö z e litő  megoldás k vad ratik us f e l t é t e l  e se té n
B . l . F elad a tt
Tekintsük a
J(<Pl = J í q U ) ~  u ( x ,L ) ] 2 d Q
fu n k c io n á lt , ahol az e lőbbiekhez hasonlóan
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и Ш  =  L  b i  u i  H o )  V i Mi-1
va lam ilyen  p a r c iá l i s  d if f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása,
Ь, =/^Ы)  V; (x) d ü  é s  {v ,(x)] egy ortonorm ált
XL
r en d szer . A v e z é r lő h a tá s t  J e le n ts e  -P(x). Legyen
4> = {-f(x) : í f ‘M d Q  =  i ]
a
Keressük meg a JÍ'P) fu n k c io n á l minimumát a 0 halma­
zon .
Ebben az e setb en  c é ls z e r ű  a f e la d a to t  m atem atikai prog­
ram ozási fe la d a tr a  v is s z a v e z e tn i .  /А módszer R i t z - t i -  
pusu m ó d szer ./
Vegyük az u ( x , t )  megoldás N -ed ik  s z e l e t é t  és t e k in t ­
sük ezen a fu n k c io n á lt:  Ekkor
J ( f J  = f[q(x)~ uM(x,to)]2 dQ =
= f  q(x)dQ - 2 jq (x )  u% ,t0) d Q  +  / u M(x,U) =  
*fúfíx)cffi-2Z;b iU i íÜ Q i  +  £_ b- u % )
Л ' <-1 ‘-1
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A f e l t é t e l  a lakja
t=i
Az N -ed ik  s z e le tr e  vonatkozóan teh á t a b1 ,b 2 , . . . , b N 
változók b an  egy k vad ratik u s program ozási f e la d a to t  kapunk: 
minden N < 00 -r e  vonatkozóan k i  tudjuk szá m ita n i a
Ы, b i , ..........,ЬЫ minimumhelyét. Az ezen 6/
"Fourier" együtthatókhoz ta r to z ó
{ м  = Ц 6/ V;(X)
i-1
fü ggvényt te k in tjü k  a fe la d a t  megoldása N -edik  k ö z e l í ­
tésének»
T é te l: Tegyük f e l ,  hogy az e r e d e t i  fe lad atn ak  l é t e z i k
oo 2
f  £ ф m egoldása é s  £  Ц < 00 
Akkor
t o  J K )  =  J ( f )Л^—*on
B iz o n y ítá s :
J e lö ljü k  Qjj -n e l  a V<,vI ( ....... , \/w elemek á l t a l  k i f e ­
ji
s z i t e t t  Z  o(i Vi l in e á r i s  térn ek  a z t a részh a lm azá t, 
amelynek elem eire
f ( L o l i V i f d Q  =  4
Л 1=1
E lőször b eb iz o n y ítju k , hogy bármely e se té n  t e t s z ő ­
le g e s  ф € ф függvényhez megadható o lyan  N szám, 
bogy II «Pix) — фм(х) j| , ahol £ Qw
A V;(x) ren dszer t e l j e s s é g e  m iatt ugyan is bármilyen  
Ф (х) e se té n  t e t s z ő le g e s  £ > 0  -h oz ta lá lh a tó  olyan
N
Yi Öí V'íx) ö ssz e g  (a  $  (x ) függvény F ourier  sorának
1 = 4
s z e le t e )  hogy
N
I  <PM -  L Ь, V ; ( X ) II <  t
i-1
Ы = f W x ) V i M d Q
V iszont
N
^ öfV i-lx ) t  Q„
N
A 2_ b;V:M s z e le th e z  azonban t a lá lh a t ó»=1
V (
olyan E  Ói VjíX) £ Qw hogy
II Ebi Ч(X) -£ö/viíx)|| < C 2 6/I= i
N )
Ugyanis 2_ b,- V,(x) £ Qw azt j e l e n t i ,
I Z  bi’ v i M l  = 1  
< = <
hogy
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azaz a )
Z b , 1
1=1
6 /  v isz o n t  azt j e l e n t i ,  hogy
N
Mivel
azaz
I ( b , - b , f  < í 2
<=1
II f ( x) 11= -f , e z é r t  I £ 6, ViMlI = 1
L  b- =1
00  я
Е ь М - 1 ь,2
. Ebből v is z o n t
Л/+1
Ugyanakkor?
£ 2 >  I f ix )  -  Z  =  I Z  IINz ,1=1 Л/+1
00 2 -í
m iatt bt < c  és e z t  ö ssz e v e tv e
7 / - t e l  a z t  kapjuk, hogy
1-ez<Zb' <1< = i
7 /
A 6 /  f e l t é t e l  te h á t a következőképpen fogalm azható: 
Olyan b^ számokat k e l l  k e r e sn i, amelyekre
П ь > - ь ’ Г < е г
Z b , = i
í=i
1—C2<  t b i  < i 8 /
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A f e n t i  e g y e n lő tle n sé g  ren d szer  azonban t e t s z ő le g e s  
(a  8 /  f e l t é t e ln e k  e le g e t  te v ő ) e se té n  m egoldható.
Mindig vehetők ugyanis £,, £ i , ....... , £w számok úgy,
;
hogy bí =  b(' + £i И = 4  2, , Д/j v á la s z tá s s a l
I d  < d
Í =  1 
/ = 1
i - e 2 < L b 2 < \<=H
le g y e n .
Az e l s ő  egyen lá^ fg  ugyan is egy £ sugaru, N dim enziós 
gömb b e lső  p o n tja it  j e l e n t i ;  a második p ed ig  egy egy­
ségsugarú  ( b ^ , . . . , b j f )  középpontú gömb h a tá r p o n tja it .
A második gömb középpontja  azonban a Vl— £ z é s  1
sugaru gömbök k ö z ö t t i  részben  van.
Legyen a ( b ^ , . . . , ^ )  közép­
pont tá v o lsá g a  a középpont­
t ó l  k , azaz
Л - £ 2 < к  < i
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V ilá g o s, hogy
к  + £ >1
ugyanis
h - í 2 < к
2 2 
1 ~ £  < k
\ кг+£г  ^ k+£
Ez azt j e l e n t i ,  hogy a ( b ^ , . . . , b ^ )  középpontú egység­
sugarú gömb h a tá rp o n tja i halmazának é s  az £ sugaru 
középpontú gömb b e lső  p o n tja i halmazának van közös elem e. 
Azt kaptuk t e h á t ,  hogy a b  ^ együ tth atók  me g v á la sz t  hat ók 
úgy, hogy
legyen
V N  )II Z b i V i M - L ö i  Viíxíll < £zi=i i=i
Ekkor v is z o n t
IWx) ~ L à !  Vi(x) I =i=i
=lltPíx) — YibMM+LbiViM -  ^ ь ' ч мЦ ^
1- 1 í=i «•-»
^ I Ф(х) - L  ái 4M I + I t -  bi Vi (X) -  L  bi Vi(x) I <i=i í=t
^  2 í z
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Ez azt j e l e n t i  t e h á t ,  hogy bármely ф(х) £ Ф e se té n  
ta lá lh a tó  ‘PwM ê Q , , hogy
HM-tíxill < í <
B eb izo n y ítju k , hogy ha
I *P(X) - ФмМ I < £ , okkor J(<pN) - Jif") < 6
Ugyanis
0 - - J W * ) = II9-Гх) — u j x . i o j l l 2-
-II9M — U*(X,to) I
ahol Uvlx.to) a , u*(x , t 0 ) p ed ig  а Ф*
k e z d ő fe lté te lh e z  ta r to z ó  m egoldás.
1 q,(x) - u^fx.íolf- I ty(x) - uVx.é.) 1г=
= (llqíx)-c/JxJo)ll -hUqM-u*(x,L)ll)- 
•(lq(x) -  uJx,io)l\ -  И qfx) - и*Ы l)
De
1£}(х)-МхЛ)11 + lq(x) -u*(x,to)ll < k
és
04ЦМ - uJ x . t oH - II qíx) -u*(x,b)B ^  | u* (x ,U— í(
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Azt kaptuk t e h á t ,  hogy
J f t l - J f ' H -  kl lu*(x,U)  - u N(x,to)\\ 9/
œ 2
Azonban, ha £1 Ц (íe) < 00 , akkor a d i f f e r e n c iá l
eg y en le t uU.to)  m egoldása a k e z d ő f e l t é t e l t ő l  fo ly to n o  
san fü g g , a za z , ha
I ' P . M - « P 2( x ) I I < £ .
akkor
II ujx.to) -  uz(x,t0)l < á
Legyen ugyanis
U'(x,t0) =  L  bl'}UilÜ Vi(x)
u 2( x , U  =  í  b?UiltJ Vilx)1=1
ÖÍ" = f ' P M v / M d Q
n.
bt* ^ f tf i M v i ( x ) d Q
Sl
Ekkor
(b!"~ b f ’f =  J№*)-  Ш ч Ш с  á
Л
é  | < f t ( x ) - ' I U x ) | 2 <  £*
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e z é r t
I u , W J -  u A W I  =  L  ( b - ' - b f f  uU h )  -=
i =t
■= £o L u ? ÍU -  к Eo
i=i
Ezek fe lh a sz n á lá sá v a l 9 / -b ő l  azt kapjuk, hogy
M l  -  М П  *  6
Legyen a J(<P) fu n k cion á l minimuma a Qw halmazon. 
Az e lőb b iek  a lapján  b izonyos N - tő l  kezdve fe l ír h a t ju k  
az a láb b i e g y e n lő t le n sé g e t:
Л Г ) * Ж ) *  M ) <  J í f * ) + E *
Ez azt J e le n t i ,  hogy
Hm J ( t l ) - W )
A/—»00
És e z z e l  á l l í tá s u n k a t  b e b iz o n y íto ttu k .
B ,2 .F e la d a t: Legyen most a m egengedett függvények h a l­
maza a következő:
ф (1)z= {iffxj : { y 2M d Q  *  * )
A fu n k cion á l é s  a J e lö lé s e k  legyenek  ugyanazok mint 
e lő b b .
T é te l:  Tegyük f e l ,  hogy
aa
1/ Ui íéoJ <  001-4
2 / |v,íx)| < к i
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4 /
3/ J_ Iq , UjféJI <  OO
i-1
£  W  > 1
ükkor a f e la d a t  k ö z e l í t ő  megoldása
Ф .М -  L t f v i M
ahol
kía/1 o ,  u d L )
°l -  Aw +  uf(t.)
ahol a w 2 2 (2 \Л  «  W Q /  Ц . ( i 0 ) .
fc? ÍA + й З Д 2
eg y en le t p o z i t ív  gyök e . ( I ly e n  gyök e g y e t le n  egy v a n .)  
A kapott so r o z a t  konvergens, azaz
lim Ä i x )  =  * P * ( x )
N-+ oo 
és
fen J f t M j - J f n t ) )N-ьео
Bizonyítást
w
Vegyük a J(*f) fu n k c io n á lt  а Фи00=1! 6 ,4’Mi-i
Azt kapjuk , hogy
h e ly e n .
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M h ß 9  íx) d Q  - 2  f  Q i U i (Ü bi + t  bi ul ( U
Az / » f ’fxldx ^ \ f e l t é t e l  a la k ja
Cl
i=i
A J f unkc i oná l t  úgy te k in th e tjü k , mint a
ekalár számok fü g g v én y ét. E zzel fe la d a tu n ­
k at m atem atikai program ozási fe la d a tr a  v e ze ttü k  v i s s z a .
Ez utóbbi megoldása á l t a l  kap ott b* , b*t »«.»b^ eg y ü tt­
hatókkal f e l í r j u k  a ‘PwM = Jlbfvi lx)  függvényt
é s  e z t  te k in tjü k  az e r e d e t i  f e la d a t  k ö z e l í t ő  m egoldásának.
V ilá g o s , hogy a J ( b ^ , . . . , ^ )  függvény konvex, ugyanis
a J(x.  + W,( ..............,Хц+АУ*) függvény ^ -n a k  konvex
Л/ 2 2
függvénye, mert = IL i U; > °  é s  ez mint
ism e re te s  a z t j e l e n t i ,  hogy a J ( Ь ^ , . . . , Ъ ^ )  függvény a 
b ^ , . . . , b j j  változóknak konvex függvénye.
I  b t  ^  1 tartom ány i s  konvex.
Ism eretes [ l]  , hogy konvex függvény lo k á l i s  minimuma 
konvex tartományon a b szo lú t minimum i s .
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Alkalmazzuk az 1 /  fu n k c io n á lra  a 2 /  f e l t é t e l  m e lle t t  a 
Lagange m u lt lp lik á to r  m ódszert, azaz vegyük a
i  \ b tl Ь г , ......... , bWlA) =  f  t y ( x ) d x  -  2  L ú i U i U o )  +
SL
+  YL bi u f i i j  +  A  ( Z  b t  - 1  )
í=ii — i
fü g g v én y t. A 3{,)(bt, b i , ...... , A)
h e ly e i a
a / 1
függvény sz é lső ó r té k -
c)bí
=  0
A L
Э A
(O
=  0
eg y en le tek  gyök h elyei le h e tn e k . Ezekből az e g y en le tek b ő l  
a s z é l  s ó é r t  ékhelyekre az a láb b iak at kapjuk
és a
Q, Ui(io)
AW +  üf ft.)
számot Q
£ ь ? - 1
i=1
f e l t é t e l t ő l  kapjuk.
/=  1,2. N
(N)
Könnyen b e lá th a tó , hogy l é t e z ik  p o z i t iv  A  m ú lt ip l i ­
kát o r , v a g y is  a
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A  Qi U? I ß  _  i
i^1 ( A  +  U*(to))2
egyen letn ek  l é t e z i k  (mégpedig e g y e tle n )  nem -negativ
gyöke.
A y  Q , ujto)  
f=-1 1^ + UiUe))1
függvény
ugyanis /^ > °  e se té n  fo ly to n o s  é s  monoton csökken.
V 2
A f e l t é t e l  s z e r in t  azonban § w(o) =  Y  ~ ,Su г  > ^
jei  4f
ha N ^ ^  . V iszont
Л о
F elh aszn á lju k  az a lá b b i t é t e l t .
T é te l (Kuhn-Tucker)
Tekintsük az a lá b b i f e la d a to t :  m in im alizá lju k  az
f ( ...... I )
fü g g v én y t, ha a m egengedett halmaz
f  V Xl( X2 | ...... Xn ) — o
lim (à ) =  0
A - * a o
Ebből k ö v e tk ez ik , hogy l é t e z ik  e g y e t le n  olyan  
amelyre § n ( ^  *) ~  4 •
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ír ju k  f e l  a * fe n t i  fe la d a tr a  az á l t a lá n o s í t o t t  Lagrange— 
f é l e  e g y e n le te k e t , ekkor az a lá b o i fe la d a th o z  jutunk: 
me ghatároz an dók olyan  X, U v ek torok , amelyekre
f°íx) + Z ui K m  =  0 л
<■= í
rli)
f  M  * 0  ; U i ^ O  ; i - 1 , 2 , ........, m  ^
m
T^ i Uf f ' l x )  — 0 j
ahol
X =  (x, ,  X , , . . . ,  x„)
u =  ( u , , u „ . u j
és
fx íx)= g r o d  f % )
Ha mármost az X v ek to r  környezetében  az
f ( X ) ^ 0
r°halmaz é s  az / (x) cé lfü ggvén y  i s  konvex, é s  t e l j e s ü l  
a S le i t e r  f e l t é t e l ,  azaz l é t e z ik  o lyan  X , amelyre 
f ' t f K O  1 = 1,2... , m  akkor az X v e k to r , ak­
kor és csak  akkor ad lo k á l i s  minimumot a f e n t i  f e la d a t ­
r a , ha l é t e z i k  olyan U , amelyre az X , ü  vektorpár
k i e l é g í t i  a jg r e n d sz e r t .
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Á f e n t i  t é t e l  alkalm azása a mi esetünkre azt a d ja , hogy
m ivel a J(b«,..... L 6* ) függvény, valam int a
II bi £  1 tartom ány konvex é s  /\ > 0  e z é r t  a
úí Uilto)
0i -  " F V Ä T "
helyen  a J ( b^,b2 , • • • ,bj|) függvény lo k á l i s  minimumot 
vesz  f e l ,  ahol
e g y e n le t  p o z i t ív  gyöke. A k o n v ex ic itá so k  m ia tt azonban 
ez a h e ly  e g y ú tta l a b szo lú t minimum i s .
Most b e b iz o n y ítju k , hogy a
,(<] .Г21 4(w)
A I A , ....... ....................
so ro za t konvergens.
V ilá g o s u g y a n is , hogy
>  ? « h )
A ?NÍ>) függvény A -nak fo ly to n o s  monoton csökke­
nő függvénye, ha 0 ^ A ^ oo amely a
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<-> з  1 egyen est e g y e tle n
pontban m etsz i ( l .  á b r a ).
M ivel (M > SJ'A)
e z é r t  Г "  >
>|M)
A Ai ,Л, .......  so ro za t te h á t  monoton növekvő.
Megmutatjuk, hogy k o r lá to s  i s .  
Ha ugyan is  
akkor
OO
A > I  o f  U i i Ü  = K ‘
p h í  _  у  0.* o*KJ ,
а д '') “  f a  [1I f t t J + T F
< L  л ! м ^ =  ^
( = <  Л Л í =  <
< i t o f u f ( U  =  ( - f )
v agy is ha A > к , akkor a S# ) függvény é r té k e i  
kisebbek l - n é l y ami azt j e l e n t i ,  hogy a §N(X) görbe
- 24-1 -
J M )
a § — 4 egyen est o lyan  A pontban m e ts z i ,  amelyre
.........)л'“' < К
л (О -чМА А , ......, А , ....... so ro za t te h á t  monoton növekvő é s  kor-
/• \°°l á t o s ,  ezér-c konvergens, v a g y is  л “  л
l é t e z i k .
I L W L “Ez v isz o n t  azt j e l e n t i ,  hogy J irTL ^ ‘ = 
l é t e z i k .
N-*Oú
Megmutatjuk, hogy a t e t t  f e l t e v é s  m e lle t t  az e lő ző k b ő l  
k ö v e tk e z ik , hogy
lim <fí ,fx) =  f i x )
r
ahol
A/-VOO
Ы
V  I MA , ( x )  =  L  bi Vi(x)
<■=1
X) =  Г  ьГ vjx)
(=4
Ugyanis
lf(x)--p.(*)|-|£ *%w-£tfV>l-
(=1í =1
«”< i=NH
I Г I 0,Ui(ío) 0,U,ÍU “  QiUílU)..,
“ I 4 ,  I r ï u T i ü  _  w r m r 111 +  -
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W T J f î ü
-||a-ц-fe j)
oo
+ 1 L
î  ж U * i
0. ttftfl I
A ' - ' + i Â  I
ahol
Mivel
I V, ( X)  I <  к
—*■ A(“ ! ! e z é r t
\(oo) Uí*«.)
1
W +  L f t ú
< € , ha N  > Ne
V iszont
I V" Q i U i ( t o )
I СО .
^  ‘ Г  - Qi I l i i t , ) \
OO
V" rv  / /У I
I f a . ,  A'” ’+  u * W —  Z _  II i=H*l Г
II 8 2_ Q í ó/jito/
l = H*1
Mivel a ZZ OiUi(to) so r  a f e l t é t e l e k  s z e r in t  abszolút
iM
konvergens, e z é r t  /V m egválasztható  úgy, hogy
I 00 II E  0,- Ui(ic) <  £  ha N > Ni
i = N 4
le g y e n .
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Ezenkívül I £  a i y M * o ) | <  (m ivel ^  \ a i p - i  (-to)l
k on vergen s).
íg y  az N -  max (N0j l i 4) v á la s z tá s s a l
= к  ( k V  *7= ) ) £  -  £■
A norma fo ly to n o ssá g a  m ia tt azonban
lim  ] t f N ) 0 ( r )
N —T “o
i s  t e l j e s ü l .
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S_u_m_m_a_r_,y
Optimal c o n tr o l w ith  p a r t ia l  d i f f e r e n t ia l  eq u ation s  
o f  a c e r ta in  typ e
János S ze lezsán
Let u s^ < ÿ ^ id er  p r o c e sse s  whose behaviour can be d escr ib ed  
by t^e / d i f f e r e n t ia l  equation
Liu] = 0
u = u(x , t ) X= [x.,X,,
Let us furtherm ore assume th a t  th e  boundary and th e  
i n i t i a l  c o n d it io n s  are of th e  form th a t  the so lu tio n  
of th e  d i f f e r e n t ia l  equation under / 1 /  may be given  in  
the fo llo w in g  form
и :*,t) -  L  bt Ui(i) ViM
Ö; = f  ф(х) v,(x] d  S2
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where th e  system  { v,ix)} i s  a f u l l  system  o f  fu n c t io n s  
orthonorm alized  in  the ran ge Л  • Let us co n sid er  th e  
fu n c tio n  fix) to  be th e  c o n tr o l fu n c t io n .
In t h i s  paper th e  fo llo w in g  problem s are d is c u s se d .
А/ Let be g iven  the fu n c tio n s  tyM, pM  .  Let us assume
th a t
ф = {f(x)'/pM fix) dS2=A}
We s h a l l  s o lv e  th e  fo llo w in g  problem s
Ы, min [ [a(x) -  u(x,L)]2d Q  4бФ л-
A min £ uz(x,t0) + x j  f z(x) d Q
min f[>f(x) -  utx.io)]2 dQ 
феф l
The s o lu t io n s  w i l l  be g iven  in  th e  form
s e r i e s .
В / Let ty(x) be th e  given fu n c t io n ,
0 , = { f ( x )  H V j c t A H-л
Themis th e  fo llo w in g  problemt
m i n  I CQÍx) — uix,io)]2c /ß  
f  e Ф, *•
The problem w i l l  be tra ced  bach to  a problem o f
m athem atical programming
С/ Be
< k  =  {.f><x) : / / ( * )  d£2 *i ]
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The problems
mi n  f [ a ( x )  — u( x, to) ]  c /Q
феф,*-
Ал approxim ative s o lu t io n  i s  g iv en  by means o f  th e  
Lagrange m u lt ip l ic a to r  method and then we prove th e  
convergence o f  the approxim ative so lu tio n  under g iven  
co n d itio n s*
-  24-7 -
R övid közlem ények e lk é s z ü l t  p ro  gyam okról 
Varga G yula:
A F ö ld  b e lső  sz e rk e z e té n e k  v iz s g á l a t a  m a g n e to te l lu r ik u s
m ódszerekkel
A F ö ld  b e ls ő  sz e rk e z e té n e k  k u ta tá s á b a n  az u tó b b i  időben  a 
g r a v i t á c ió s  é s  sze izm ik u s m ódszerek m e l le t t  k ü lö n ö se n  fo n ­
t o s  s z e r e p e t  k ap tak  az e le k tro m á g n e se s  t e r e k e t  h a szn á ló  
k u t a t á s i  e l j á r á s o k .  Ezek s e g í t s é g é v e l  a m élyebben fekvő 
r é t e g e k r ő l  komoly g y a k o r la t i  je le n tő s é g ű  in fo rm á c ió k a t  n y e r ­
h e tü n k , t . i .  e r é te g e k  e le k tro m o s  e l l e n á l l á s á t .
Az i t t  i s m e r te té s r e  k e rü lő  m ódszer lényegében a te rm é s z e te s  
e le k tro m á g n e se s  t é r  kü lönböző  p e r io d u s u  v á l t o z á s a i t  h a sz ­
n á l j  e f e l  az a d o tt  p e r io d u s u  v á lto z á s n a k  m e g fe le lő  m élysé­
g ig  t e r j e d ő  ré te g e k  e l le n á l lá s v is z o n y a in a k  m eg ism erésé re .
Ha f e l t é t e l e z z ü k ,  hogy az e ls ő d le g e s  m a g n e to te l lu r ik u s  t é r  
monoharmonikus l i n e á r i s a n  p o l a r i z á l t  s ík h u llá m , melynek 
f o r r á s a  a F ö ld  f e l s z in e  f e l e t t  v an , akkor k i  l e h e t  szám í­
t a n i  n r é te g b ő l  á l l ó ,  de h o r i z o n tá l i s a n  egynemű közeg 
e s e té r e  az egym ásra m erő leg es ir á n y ú  E és H v ek to ro k  
s e g í ts é g é v e l  az im p e d an c iá t:
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H o rizo n tá lisa n  nem homogén n r é te g ű  r é te g so r  e se té n  az 
impedancia a következő k é p le t  s e g í t s é g é v e l  határozható meg:
Z  =  -  - 75Г-  dh{k<h< + йгсНЩ dh(k2hz + ...
+ ordh lf^ ldh lkn -h -,+o rd h íj^ J ]
ahol 5 , , ..........Sn » a2 egyes ré teg ek  fa j la g o s  e l l e n á l lá s á t ,
hq ........  a m eg fe le lő  r é te g e k  v a sta g sá g á t,
(h^ é r té k e  0 0  -nek tek in ten d ő )  
kl » * , , , k n PediS  a réteg ek  hullámszámát J e le n t i
Г ijff * f»j
( k m = 7 ö y £ — J * u) p ed ig  a k ö r fr e k v e n c iá t .
A lá t s z ó la g o s  fa j la g o s  e l l e n á l lá s  ( ) az im pedanciából
g  -  2 T  И Г  alakban adódik.
Ez az ö ssz e fü g g é s  csak azt t e s z i  le h e tő v é , hogy a különbö­
ző ré teg so ro k ra  T különböző é r té k e ih e z  szá m íto tt $V
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é r ték ek et a m egfe le lő  mért §T ér ték ek k el ö s s z e h a s o n lí t ­
va k övetkeztessün k  az a l t a la j  elektrom os f e l é p í t é s é r e .
Az i t t  k ö z ö lt  e ljá r á s  te h á t  a §r érték ek  m eghatározását 
k ív á n ja  meg a megadott T érték ek  m e l le t t .
A Z-re vonatkozó form ula á ta la k ítá s á v a l  az
r ek u r z ió s  form ulát kapjuk; ennek eredménye R^, amelynek 
s e g ít s é g é v e l  a k e r e s e t t  §T a következő k é p le t  alapján  
adódik:
sv = s , i f U 1 2 3
A program úgy k é s z ü lt ,  hogy az egyes rétegek h ez megadott 
le h e t s é g e s  v a sta g sá g , i l l .  f a j la g o s  e l l e n á l lá s  érték ek  
ö s s z e s  v á lto z a tá v a l k iszá m o lja  a g T é r té k e k e t . A program 
hasznolotokor a következő adatokat k e l l  megadni:
1 .  /  r é teg e k  száma
2 .  /  az egyes rétegek h ez ta r to z ó  érték ek  db számai
3 .  /  é r té k e i
4 . /  h^ db számai
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5 .  /  h.^  é r té k e i
6 .  /  periódusidő' é r t é k e i .
Eredményül a § T é r té k e it  kapjuk.
A program az U ra l-2  e lek tro n ik u s szám ológépre k é sz ü lt  EFT 
autokódban•
Srajber Benedek:
D antzig-W olfe f é l e  dekom poziclés e ljá r á s  
A program az
A, X, + A2X2 + . .............. An Xn = Ó
B, X, = &
B 2 = b2 
Bn X n — b n
f e l t é t e l e k  m e lle t t  m ax im alizá lja  a 
C, Xi + С2Хг + + СлХп
cé lfü g g v én y t
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A G ier szám ológépre  i r t  k é t  a lg o l  program  h a j t j a  v ég re  az 
e l j á r á s t ;  e g y s z e r re  h a sz n á lv a  d o b o t, b u f f é r t  é s  három f i lm ­
s z a la g o t  .
Program ok:
1 S zek to rp ro g ram "^  amely a s z e k to r s z in tű  s z á m ítá so k a t
v ég z i norm ál sz im plex  e l j á r á s s a l  é s  t e r v j a v a s l a t o k a t  k é ­
pez a k ö z p o n ti  f e l a d a t  szám ára .
I
2 . K özpont"A amely a m ó d o s i tó t t  sz im p lex  m ó d sz e rre l
o p t im a l i z á l j a  a k ö z p o n ti f e l a d a t o t  és k é p e z i a D.W. f e l ­
a d a t  m e g o ld á sá t.
M egjegyzés: A h a ta lm as adatm enny iség  k e z e lé s é re  k ü lö n  a d a t­
e l l e n ő r z é s t ,  f i lm e lő k é s z i t é s t  é s  k é t  m ágnesszalagon v a ló  
t á r o l á s t  b i z t o s í t o t t u n k .
Dávid G ábor, Knuth E lő d , P e rg e l J ó z s e f ,  Tomkó J ó z s e f :
Egy te le f o n f o r g a lm i  problém a v i z s g á l a t a  M onte-C arló
m ó d sze rre l
Az U ra l- I I  sz ám itó g é p re  k é s z ü l t  program  k é tfo k o z a to s ,  
t i s z t a  v e s z te s é g e s ,  m axim álisan  100 x 8 0 -a s  b e k ö té s i
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m átrixu te le fo n k ö zp o n t működésének sz im u lá lá sára  képes«  
Memóriaigénye a t e l j e s  ferr itm em ó ria . A program meghatá­
ro zza  a h iv á so k  e lv e sz ésén ek  v a ló s z ín ű s é g é t ,  a forga lom -  
források  fo g la ltsá g á n a k  e lo s z lá s fü g g v é n y é t , é s  b izonyos  
e lő r e  megadott f i g y e l t  e lő f iz e t ő k  v o n a la i fo g la ltsá g á n a k  
e lo s z lá s fü g g v é n y é t . Az eredmények 10“  ^ pontosságához  
195 % v a ló sz ín ű s é g g e l, norm ális e lo s z lá s s a l  v a ló  b e c s lé s  
alapján) 0 .2  k ö r ü li  fo r g a lo m in te n z itá s  m e lle t t  4 -7  óra  
f u t á s i  id ő  sz ü k sé g es .
Dávid Gábor:
Egy há lózatelem ző  sz im u lá c ió s  -program 
Tekintsük az N szögpontu , M é ló  v é le t le n  G g r á fo t:
Mindegyik E  ^ é lh ez  megsüljük annak a v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy 
sz e r e p e l a gráfban, leg y en  ez a v a ló sz ín ű sé g  p^.
A fe la d a t :  t e t s z ő le g e s  k é t  ( I  é s  0) pontra m eghatározni
2
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annak a v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy E é s  0 k ö zö tt van a grá f  
é le ib ő l  á l ló  u t .  A fe la d a to t  Monte-Carló m ódszerrel o ld o t­
tam meg, a programot ICT-ALGOL n yelven  Írtam .
F id rich  I lo n a :
Az URAL-2 gép programkönyvtára
A Központban e lk é s z ü lt  programkönyvtár olyan gép i kódban 
k é sz ü lt  programok gyűjtem énye, melyek mindegyike a progra­
mozási gyakorlatban igen  hasznosan alkalm azható mint segéd­
eszköz vagy mint szu b ru tin  i s .  A programkönyvtár mágnessza­
lagon vagy dobon tá r o lh a tó . Az a la p já t  egy k ön yvtári prog­
ramokat bevivő  program a lk o t ja , melynek s e g ít s é g é v e l  le h e tő ­
ségük van bármely i  sorszámú ( l  = i  177» n y o lca s szám­
ren d sz er b e li szám) kön yvtári programnak az o p e r a tiv  memóriá­
ba va ló  e lh e ly e z é s é r e  é s  m egfe le lő  á tc im zésére  t e t s z é s s z e r in ­
t i  páros c ím tő l kezdve,  ahol a munkarekeszek e lh e ly e z é s e  
ugyancsak t e t s z ő le g e s  páros c ím tő l tö r té n h e t .
A programkönyvtár e lle n ő r z é sé n e k , f e lú j ítá s á n a k  fe la d a tá t  
a könyvtáros programok f i lm s z a la g r ó l  vagy p a p ír sz a la g r ó l 
tö rtén ő  b e v i t e le  alapján v ég ezh e tjü k . J e le n le g  m integy 60 
programból á l l  a programkönyvtár, ezek  k ö zö tt sz e r e p e l olyan  
i s ,  melynek s e g í t s é g é v e l  uj programok bekapcsolása  i s  l e ­
h e tsé g e s .
Az alábbiakban rövid en  ism erte tjü k  a programkönyvtárba ta r ­
tozó  programokat.
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1 # /  A k ön yvtári programok b e v i t e l i  programjának b e v ite le  
és á tc im z é se .
2 * / A k ön yvtár i programok b e v i t e l i  programja, mely le h e tő ­
vé t e s z i  könyvtári programoknak az o p e r a tiv  memóriába 
tö r té n ő  b e v it e lé t  é s  á tc im z é sé t .
3 .  /  A könyvtáros programok a programkönyvtár e l le n ő r z é s é t ,
f e l ú j í t á s á t  t e s z ik  le h e tő v é .
4 .  /  Program bekapcsoló program, bevivö-nyom tató program,
dobcim -ki számi tó  program sz in té n  sz er ep e l a könyvtárban.
A programkönyvtár k e z e lő  programjainak s e g ít s é g é v e l  e ls ő ­
sorban a programpróbák során fe lm e r ü lő , á lta lá b a n  e lő re  
pontosan meg nem h a tá ro zh a tó , in fo r m á c ió á tv it e l le l  kapcso­
la t o s  fe la d a to k a t oldhatunk meg.
Ezek k ö z ö tt  szerep eln ek  az
1 .  /  sz im b olik u s programok b e v it e lé r e  s z o lg á ló  program,
2 .  /  leb eg ő  é s  f ix p o n to s  adatok b e v i t e l i  és  k ia d á s i  programja, 
3 * /  f i k t i v  egész adatok b e v i t e l i  é s  k ia d á s i programja,
4 .  /  á th e ly e z ő  program,
5 .  /  b in á r is  k iadás é s  b e v i t e l  programja,
6 .  /  dobra é s  m ágnesszalagra k i ir ó  é s  beo lvasó  program.
Az á lta lá n o s  programok több sége v is z o n t  z á r t szub ru tin ként  
működik (a  2 2 . . . . 4  u t a s í t á s s a l  h ív h a tó ) .
1 .  Számok t i z e s  szám rendszerből k e tte s b e  k o n v er tá lá sa  é s  
v is z o n t .
2 . Számok b e v i t e l i  é s  nyomtató program jai.
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5 s Dobra é s  m ág n e ssza la g ra  k i i r ó  é s  b eo lv asó  program*
Az un* m in im á lis  program ok e g y sz e rű , de gyakran  fe lm e rü lő  
i n f o r m á c ió á tv i t e l i  problém ák m eg o ld ására  sz o lg á ln a k *  Lehe­
tő v é  t e s z i k  az in fo rm á c ió  c s e r é t  az o p e r a t iv  memória és 
m ágnesszalag  dob , ly u k s z a la g  (5 é s  8 c s a to rn á s )  k ö z ö t t ,  
to v áb b á  in fo rm á c ió  k i v i t e l é t  gyorsnyom tató  s e g í t s é g é v e l .  
Ezen program ok o p e r a t iv  memória ig én y e  m in im á lis , m ivel 
csak  O -tó l 2 0 - ig  t e r j e d ő  m em ória rekeszeke t h a s z n á l já k  f e l  
( e s e t l e g  tö b b sz ö rö se n )«
A fü g g v én y é rték  k is z á m ító  program ok a le g g y a k o rib b  e g y v á l­
to z ó s  függvények é r té k e in e k  m eg h a tá ro z á sá ra  s z o lg á ló  z á r t  
s z u b ru t in o k . A program ok a S z o v je t Tudományos Akadémia Szá­
m ítá s te c h n ik a i  K özpon tjának  s z u b ru t in  k ö n y v tá rán ak  f e lh a s z ­
n á lá s á v a l  k é s z ü l t e k .  (T a rta lm a z z a  az Inx, e*. Ух , Ух 
t r ig o n o m e tr ik u s  é s  in v e r z ,  h ip e rb o l ik u s  é s  in v e rz  függvé­
n y e ik e t . )
A l i n e á r i s  a lg e b r a i  f e la d a to k  m eg o ld ására  s z o lg á ló  szu b ru ­
t in o k  s z in té n  a S z o v je t Tudományos Akadémia S z á m ítá s te c h n i­
k a i  K özpon tjának  s z u b ru t in k ö n y v tá rá b ó l  k e r ü l t e k  a p rog ram - 
k ö n y v tá rb a . T a rta lm a z z a  v e k to ro k  s k a l á r i s  s o r o z a t á t ;  mát­
r ix o k  t r a n s z p o n á l t j á t ,  s z o r z a tá t  é s  in v e r z é t  ( l i n e á r i s  
e g y e n le tre n d s z e r  m eg o ld ásá t) , d e te rm in án so k  é r t é k é t  meg­
h a tá ro z ó  p ro g ram o k a t.
Végül a p rogram könyvtárban  s z e re p e ln e k  v é le tle n s z á m  gene­
r á ló  program ok é s  komplex szám okkal t ö r té n ő  a lap m ű v ele tek  
e lv é g z é s é re  s z o lg á ló  program ok i s .
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A v a ló s z ín ű s é g e lm é le t  é s  s t a t i s z t i k a i  a lk a lm a z á s i  o s z tá ly  
1966-ban t a r t o t t  szem inárium ai
I .  1966 e ls ő  fe lé b e n  ja n u á r - ó u n ius minden c sü tö r tö k ö n
d .e .  11Ь E .L . Lehmanns " T e s tin g  S t a t i s t i c a l  H ypotheses"
c . könyvének i s m e r t e t é s e .
I .  f e j e z e t :  Tomkó J ó z s e f
I I .  "  : F id r ic h  I lo n a
I I I .  " : G ergely  E rv in , Nemetz T ib o r , C sáki P é te r
IV . " : P e rg e l  J ó z s e f
1966. m ásodik fe lé b e n  (szep tem b er-d ecem b er) minden sz e rd á n
d .e .  9 ^ - tó l  Ju .V .L in n ik s  " S t a t i s t i c e s k i je  Z ad ac i s 
m ésaju sc im i param etram i" c .  könyvének i s m e r t e t é s e .
I .  f e j e z e t : P e rg e l J ó z s e f
I I . "  : P e rg e l J ó z s e f
I I I . • •  .  • P e rg e l  J ó z s e f
IV. •» .  • A rató  M átyás
V. t t • P e rg e l  J ó z s e f
VI. H  •  • Tomkó J ó z s e f
V II. И  .  • Tomkó J ó z s e f
Tomkó J ó z s e f ,  A rató  M átyás
I I .  S to c h a s z t ik u s  fo ly am ato k  é s  a lk a lm a z á sa ik  szem inárium ok 
1966. e ls ő  f e lé b e n  ( j a n u á r - ju n iu s )  minden c sü tö r tö k ö n  
v o l t a k .
Előadók v o l ta k :
A rató M átyás: Takács L a jo s  egy c ikkének  i s m e r te té s e  
(2  a lk a lo m m al).
A rató M átyás: S ta c io n á r iu s  Gauss-M arkov fo ly a m a t param é­
t e r e i  k o n f id e n c ia  in te rv a l lu m a in a k  s z e rk e s z ­
t é s e  ( s a j á t  eredm ények i s m e r t e t é s e ,  1 a lk a ­
lommal) .
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G erg ely  J ó z s e f : T ö m e g k iszo lg á lá s i f e l a d a to k r ó l  (Sm ith  
é s  s a j á t  eredm ényeinek i s m e r t e t é s e ,  5 
alkalom m al) •
C s ib i  Sándor: R eprodukáló  maggal re n d e lk e z ő  H i l b e r t - t e -  
r e k  é s  s z to c h a s z t ik u s  fo ly am ato k  k a p c so la ­
t a  (E .P a rzen  eredm ényeinek i s m e r te t é s e ,
2 a lk a lo m m al).
Nemetz T ib o r: A t ö k é l e t e s  m érték  (Szazonov c ik k én ek  i s ­
m e r te té s e ,  4- a lk a lo m m al).
T .K a ilo th  (USA): R eprodukáló  maggal re n d e lk e z ő  H i lb e r t  t e r e k  
és s z to c h a s z t ik u s  fo ly am ato k  (1  e lő a d á s ) .
F . J .B e u t le r  (USA): 1 .  M in ta v é te l i  t é t e l e k  és b á z iso k  H i lb e r t
te r e k e n  (1 a lk a lo m m al)•
2 . S ta c io n á r iu s  p o n tfo ly a m a to k  ( l  a lk a ­
lommal) •
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Műszaki O s z tá ly  1967. e ls ő  fé lé v é b e n  t a r t o t t  ALGOL 
szem inárium ának  tem atik án  a
Ism é tlő  á t t e k i n t é s  az ALGOL 6 0 - r ó l .
C ik lu s u t a s í t á s o k  é s  g y a k o rlá so k .
K ife je z é se k  / a r i t m e t i k a i  é s  boolean/.
E ljá r á s o k ,  d e k la rá c ió k  e lm é le t i  i s m e r t e t é s e .
E ljá rá so k  g y a k o r la t i  m e g v a ló s itá s a .
Sw itch.
I .C .T . 1905—ö s g ép i r e p r e z e n tá c ió  e l t é r é s e i  a h iv a tk o z á ­
s i  n y e lv tő l .
Bevezető in fo rm á c ió k . M u ltip ro g ram o zás.
Szabványos in p u t- o u tp u t  e l j á r á s o k .
Más a lg o r i tm ik u s  n y e lv en  i r t  k ü ls ő  e l j á r á s o k  b e é p í té s e .  
Algol f o r d í t ó k .
I .C .T . k i s  g y ak o rló  p rogram .
I .C .T . g é p k e z e lé s i  k é rd é se k  ALGOL-programok e s e té b e n .  
Konkrét m űszaki p rob lém a f e l v e té s e  é s  m eg b e sz é lé se .
A fenti probléma programozása.
Előadók v o l ta k :
Danes I s tv á n  
Bakó A ndrás 
K la fsz k y  Emil 
Komáromi Éva 
M olnár Im re 
S ra jb e r  Benedek
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